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UNIDADES Y NOMENCLATURA 
 
   Longitud del primer eslabón (mm).  
   Longitud del segundo eslabón (mm).  
   Longitud del tercer eslabón (mm).  
   Longitud del Gripper variable (mm). 
  Distancia paralela al eje x entre el sistema de referencia 2 y 3 (mm).  
  Distancia en el riel (mm). 
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   Ángulo de mano (°).  
 ̇  Velocidad angular de la coordenada   (°/s).  
 ̈  Aceleración angular de la coordenada   (°/s
2). 
   Coordenada sobre el eje x de la ubicación del efector final (mm). 
   Coordenada sobre el eje y de la ubicación del efector final (mm). 
   Coordenada sobre el eje z de la ubicación del efector final (mm). 
  Ángulo auxiliar (°). 
  Ángulo auxiliar (°). 
  Ángulo auxiliar (°). 
  
 
 
    Matriz de transformación del  -ésimo eslabón (adimensional).  
  
 
 
    Matriz de rotación del  -ésimo eslabón (adimensional).  
    
 
 
  Inversa de la matriz de rotación (adimensional). 
   Sistema de referencia  . 
  
 
 
        Vector desde el    hasta     medido en el sistema de referencia local (mm). 
  
 
 
  Vector de posición desde el    a      visto en   (mm). 
  
 
 
     Velocidad angular del sistema    (°/s). 
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 ̇ 
 
 
     Aceleración angular del sistema    (°/s
2). 
  
 
 
     Velocidad lineal del sistema    (mm/s). 
 ̇ 
 
 
     Aceleración lineal del sistema    (mm/s
2). 
    
     Aceleración lineal del centro de masas del eslabón   (mm/s2). 
  
 
 
     Fuerza ejercida sobre el eslabón   (N). 
  
 
 
     Par ejercido sobre el eslabón   (N∙mm). 
  
 
 
     Fuerza o Par aplicado a la articulación del eslabón   (N, N∙mm). 
    Masa del  -ésimo eslabón (g). 
    Momento de inercia del  -ésimo eslabón (g∙mm
2). 
   Constante de gravedad (mm/s2). 
   Vector de pares de entrada (N∙mm). 
   Newton. 
   Jacobiano. 
    Coeficiente de fricción viscosa. 
    Coeficiente de fricción de Coulomb. 
   Radio de eje. 
   Número de grados de libertad (adimensional). 
           sin(  ). 
             cos(  ). 
   Longitud programada en Matlab del primer eslabón (mm).  
   Longitud programada en Matlab del segundo eslabón (mm).  
   Longitud programada en Matlab del tercer eslabón (mm).  
   Longitud programada en Matlab del Gripper variable (mm). 
            Orientación en el eje x. 
             Orientación en el eje y. 
            Orientación en el eje z. 
               Ejes cartesianos del sistema  . 
  
18 
ABREVIATURAS Y ACRÓNIMOS 
 
 
(a)ABS  Función matemática de SolidWorks valor absoluto de la expresión a. 
   Centro de gravedad. 
   Denavit y Hartenberg. 
      Denavit y Hartenberg modificada. 
     Índice Global de Condicionamiento. 
     Grados de libertad. 
     Índice Global de Manipulabilidad. 
        Operación Home-Inspección-Transporte-Home.   
       Operación Home-Transporte-Home.   
     The Japan Robot Association. 
     Japan Industrial Robot Association. 
 -  Lagrange Euler. 
 -  Newton Euler. 
   Punto terminal. 
            Función de Matlab para leer datos de Excel.  
            Función de Matlab para escribir datos en Excel. 
SQRT(a)    Función matemática de SolidWorks raíz cuadrada de la expresión a. 
(a1,a 2)SIGN  Función matemática de SolidWorks transfiere el signo de a2 para la 
magnitud de a1. 
   -            Comúnmente llamado Gripper localizado en la muñeca del robot. 
                 Representan los tres giros o rotaciones. 
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RESUMEN 
 
 
El presente proyecto es una investigación exploratoria, que se fundamentó en la 
determinación del modelo cinemático y dinámico del robot Scorbot ER-Vplus en su 
nueva configuración de 6 grados de libertad, previa identificación de los 
parámetros cinemáticos y dinámicos del mismo. Respecto a la cinemática se 
trabajó tanto la directa como la inversa y en el caso de la dinámica se abordó el 
problema dinámico inverso. Se realizó una evaluación de los modelos teóricos 
realizados en “Matlab” en comparación del modelo simulado mediante un 
programa comercial de simulación dinámica multicuerpo en “SolidWorks”, cuya 
aceptación estuvo dada para valores máximo de 5% de error relativo respecto a 
dicho modelo simulado.  
 
Tanto en el modelo cinemático como el dinámico, las variables a manipular fueron 
las posiciones, velocidades y aceleraciones angulares y lineales de los nodos 
(juntas cinemáticas) del manipulador y las posiciones, velocidades y aceleraciones 
del elemento terminal. En el caso del modelo dinámico, el par motor entregado por 
los motores para diferentes simulaciones en diferentes escenarios posibles.  
 
Adicionalmente, se logró el estudio de los modelos de fricción en los pares de 
rotación del manipulador la cual es de suma importancia desde el punto vista de 
cualquier mecanismo. Se eligieron modelos cuyos coeficientes eran de forma 
lineal ya que su forma matricial facilita la integración del modelo de fricción 
dinámico, esta magnitud se consideró constante y es la resistencia que se opone 
al movimiento pero una vez que este ya comenzó. Las variables a tratar fueron las 
velocidad relativa entre la base de los nodos respecto a la base del eslabón unido, 
los pares motores presentes en cada uno de los elementos y las masas a manejar 
por cada una de las uniones. 
 
Finalmente los resultados obtenidos para los diferentes modelos, analíticos 
realizados en Matlab son comparados con los modelos simulados realizados en 
SolidWorks, obteniendo un error relativo máximo entre los resultados de 0,86% de 
este modo se está validando la veracidad de los resultados obtenidos en este 
proyecto.  
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INTRODUCCIÓN 
 
 
Muchos de nosotros en algún momento de nuestras vidas hemos tenido contacto 
con un robot o por lo menos sabemos y tenemos noción de ellos. Si nos damos 
cuenta de lo que nos rodea, sabemos muy bien que los robots están y seguirán 
estando presentes en nuestros medios, realizando múltiples tareas con el fin de 
hacer mucho más practica la vida de las personas. 
 
Hoy en día, los países desarrollados se interesan cada vez más en los adelantos 
tecnológicos para poder sustituir al hombre en la realización de tareas tediosas o 
pesadas en la industria. Por eso se hace tan importante el desarrollo de la robótica 
y con ella la automatización de muchas tareas. Los mecanismos y dispositivos que 
se pueden agrupar bajo la denominación genérica de robot, son muy diversos y es 
difícil establecer una clasificación coherente de los mismos, que resista un análisis 
crítico y riguroso. Actualmente los robots se puede separar en dos grupos muy 
específicos: Los robots de servicio y los robots industriales. En el primer grupo 
tenemos los que realizan tareas para el beneficio de los humanos, en cambio el 
propósito de los robots industriales es utilizarlos en aplicaciones de automatización 
industrial. En la robótica industrial, es primordial la flexibilidad de los procesos 
productivos manteniéndose al mismo tiempo al nivel de productividad conseguida 
con una máquina automática especializada. 
 
Las industrias de un país en desarrollo como lo es Colombia, requieren realizar 
tareas con gran rapidez, precisión y a bajo costo, para buscar competir a nivel 
mundial en la manufactura mediante robots industriales, lo que contribuye a una 
gran estrategia que ayuda en gran parte a la competitividad empresarial. Esto es 
evidente gracias a que los robots sustituyen ventajosamente al humano en las 
tareas repetitivas, asegurando la transferencia de piezas fabricadas realizadas en 
trabajos en serie, obteniéndose una buena velocidad de ejecución que nos lleva a 
pensar que una automatización es hoy en día, una necesidad para cada una de 
las industrias para estar a la vanguardia. 
 
Uno de los problemas que se presenta en las universidades de nuestro país es la 
falta de inversión para este tipo de tecnología, esto impide que los estudiantes 
tengan una formación teórico-práctica óptima que les permita tener una 
competitividad en su vida profesional, generando un vacío en esta parte de 
formación académica sumamente importante para un ingeniero mecánico. 
 
En este trabajo se realiza el modelo cinemático y dinámico del manipulador 
Scorbot-ER Vplus de la empresa Israelí Eshed Robotec, localizado en el 
laboratorio de manufactura de la Universidad Tecnológica de Pereira. Este robot 
originalmente posee cinco grados de libertad tres de ellos dedicados al 
posicionamiento y dos a la orientación. Actualmente se ha adicionado una base 
deslizante generando una nueva configuración de 6 grados de libertad de este 
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modo se tiene cuatro grados de libertad dedicados al posicionamiento y dos a la 
orientación. 
 
El presente trabajo está compuesto por 7 capítulos. En el primero de ellos se 
realiza una descripción de los sistemas robóticos entre ellos las especificaciones, 
configuraciones, su clasificación y finalmente su aplicación. Posteriormente en el 
capítulo 2 se presenta la determinación de las características del manipulador 
entre ellas la estimación de la geometría de los eslabones y sus parámetros 
dinámicos. Para el capítulo 3 se modela la cinemática directa como la inversa, 
también se obtiene la matriz Jacobiana y se estudian los diferentes índices de 
desempeño. En el capítulo 4 se da a conocer el modelo dinámico inverso teniendo 
en cuenta los modelos de fricción en las articulaciones. En el capítulo 5 se realizan 
los modelos por simulación asistidos en SolidWorks, para todo esto se obtiene los 
resultados en el capítulo 6, concluyendo en el capítulo 7 y finalizando se adicionan 
los códigos realizados en Matlab y se presentan como anexos. 
 
 
 
 
JUSTIFICACIÓN 
 
 
Las ventajas del uso de los robots se han incrementado considerablemente en 
esta parte del continente, su principal uso radica en las líneas de producción. Esto 
es debido a que permite una elaboración más eficiente, reducción del desperdicio 
de material, además de mejorar sustancialmente la calidad de los productos1. El 
aumento del uso se debe también a la confiabilidad, seguridad, menor costo de 
operación, al mismo tiempo que los equipos adquieren una mayor vida útil. 
Adicionalmente permiten mayor volumen de carga, teniendo un gran impacto en la 
línea de operación ya que se puede optimizar el proceso de toda la línea. Los 
robots tienen un método organizado de funcionamiento, no caótico, que permiten 
operación y control automatizado, en un sistema que puede ser competitivo y que 
regula el consumo de energía dependiendo de la exigencia y el requerimiento de 
la operación asociada.  
 
Con la apertura de la economía y los nuevos tratados de libre comercio que 
recientemente el país ha firmado, se hace necesario que desde la academia se 
lideren los procesos de transferencia tecnológica. Lo cual exige, en primera 
instancia el conocimiento y desarrollo teórico-práctico de cada uno de los procesos 
                                                          
1
VELÁSQUEZ, José Antonio. Docente URP (Laboratorio CIM). La Robótica y sus beneficios. Página de 
la Universidad Ricardo Palma. 2006. 1 de mayo de 2013.  
 
2
BARRIENTOS, Antonio, et al. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica de Madrid. Mc Graw 
Hill, 1997. 
 
3
Llamada en ingles End-Effector o comúnmente Gripper, es el elemento que se coloca en la muñeca del 
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asociados al funcionamiento en los entornos de la robótica industrial. En este 
sentido, este estudio es un referente importante dentro de la formación de los 
estudiantes adscritos al programa, máxime cuando se orienta la asignatura de 
Robótica en las 2 maestrías con las que cuenta la Facultad de Ingeniería 
Mecánica y que presenta una participación de 20 estudiantes por año 
aproximadamente. 
 
 
 
 
PROBLEMATIZACIÓN 
 
 
En la actualidad, el uso y desarrollo de los robots comerciales e industriales son 
cada vez mayores y esto se debe a las ventajas que ofrece, orientándolo a una 
serie de tareas de asistencia (usos médicos, actividades de montaje y soldadura, 
modelos de vuelo, “entornos peligrosos”, modelos militares, educación, tareas 
sociales, etc.). Para que un robot realice las actividades que deseamos, es 
necesario conocer su funcionamiento que está regido por sus características 
físicas (arquitectura, configuración, grados de libertad, tipo de control, etc.) lo que 
hacen que su diseño y esquema sea de suma importancia. 
 
El Laboratorio de Manufactura de la Facultad de Ingeniería Mecánica, cuenta con 
un robot de carácter didáctico SCORBOT-ER VPLUS. Este manipulador ya ha 
sido estudiado en un proyecto anterior, pero en vista de que se le ha adicionado 
un grado de libertad presente en una base deslizante sobre la que se ha montado; 
se pretende realizar un nuevo modelo que incluya los nuevos cambios, además de 
la adición del estudio de la fricción en los pares cinemáticos. En el trabajo grado 
de maestría realizado con anterioridad no se realizó ninguna estimación de los 
parámetros dinámicos, por lo que el modelo dinámico no puede ser valorado. En 
este trabajo se realizará una primera estimación de los parámetros inerciales, 
masas y ubicación de centros de gravedad. Para el análisis del desempeño del 
manipulador se dispone de medidas e índices que proveen información útil para su 
planeamiento de movimiento.  
 
Es posible resolver este análisis desde diferentes enfoques, principalmente, se 
considera el análisis cinemática y el dinámico para la nueva configuración. La 
primera está relacionada con la capacidad de desarrollar velocidad en una 
dirección dada, la última es la extensión de la cinemática hacia las aceleraciones y 
tiene en cuenta los efectos de la inercia y la gravedad como también la fricción en 
los pares cinemáticos. 
 
También tendrá una huella importante en el estudio de la fricción de los pares 
cinemáticos cuyos resultados pueden ser extrapolables a otros tipos de 
mecanismos o máquinas utilizadas en la industria. 
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Hay que tener en cuenta que el robot SCORBOT-ER VPLUS hace parte de una 
celda de manufactura flexible, que hasta el momento no ha sido suficientemente 
caracterizada, lo que nos da a entender la suma importancia de este análisis. 
Adicionalmente se ha introducido un grado de libertad al manipulador, por lo que 
es necesario evaluar su comportamiento dentro de la celda para la nueva 
configuración.  
 
 
 
 
OBJETIVOS 
 
 
OBJETIVO GENERAL 
 
Realizar el análisis cinemático y dinámico del robot SCORBOT-ER VPLUS, 
teniendo en cuenta la estimación de sus parámetros dinámicos y el grado de 
libertad adicionado al sistema. 
 
 
 
OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
1- Determinar las características geométricas y dinámicas del manipulador 
SCORBOT-ER VPLUS.  
2- Obtener el modelo cinemático directo e inverso del manipulador. 
3- Obtener el modelo dinámico del manipulador, adicionando la fricción en los 
nodos.  
4- Realizar simulación cinemática y dinámica del manipulador, mediante el 
programa de simulación dinámica SolidWorks. 
5- Validar los modelos obtenidos mediante comparaciones de los modelos 
analíticos y los simulados. 
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1.  GENERALIDADES ESTRUCTURALES DE LOS ROBOTS INDUSTRIALES 
 
Un robot está formado por una serie de elementos o eslabones unidos mediante 
articulaciones que permiten un movimiento relativo entre cada dos eslabones 
consecutivos. La constitución física de la mayor parte de los robots industriales 
guarda cierta similitud con la anatomía del brazo humano, por lo que en 
ocasiones, para hacer referencia a los distintos elementos que componen el robot, 
se usan términos como cuerpo, brazo, codo y muñeca2. 
 
Se define como robot a un manipulador multifuncional, reprogramable, diseñado 
para mover materiales, piezas, herramientas u otros dispositivos especializados 
mediante distintos movimientos, para el desempeño de una variedad de tareas a 
cumplir. Un robot es una compleja máquina que está compuesta por cuatro 
subsistemas mayores: 
 
 Manipulador.  
 Sistema de potencia.  
 Sistema de control.  
 Herramientas del extremo del brazo o agarre.  
 
El manipulador o brazo es el dispositivo físico usado para mover la herramienta 
(muñeca y elemento terminal3) o carga útil desde un lugar a otro. Este 
manipulador es manejado por el sistema de potencia, realizando un movimiento 
programado almacenado en el sistema de control. La muñeca montada en el 
extremo del brazo permite pequeños cambios de orientación del elemento terminal 
y lo sostiene. El elemento terminal es en general, la interface entre el robot y la 
operación de manufactura. La muñeca es considerada parte del aparejo de 
herramientas del extremo del brazo, ya que es casi tan especializada en su 
aplicación como el elemento terminal.  
 
 
1.1 ESPECIFICACIONES DE LOS ROBOTS 
 
Se puede observar que dentro de las especificaciones generales de un robot se 
pueden incluir las siguientes: dimensiones físicas, requerimientos ambientales, 
dimensiones del volumen de trabajo, precisión, requerimientos eléctricos, carga 
útil, velocidad, repetitividad en cada eje para diferentes condiciones de trabajo. 
                                                          
2
BARRIENTOS, Antonio, et al. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica de Madrid. Mc Graw 
Hill, 1997. 
 
3
Llamada en ingles End-Effector o comúnmente Gripper, es el elemento que se coloca en la muñeca del 
robot y que interactúa con el medio. Sus características dependen de la naturaleza del trabajo que se 
pretende realizar. Las más complejas son utilizadas para tomar elementos. 
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Las especificaciones de la muñeca y de las herramientas del extremo del brazo se 
indican en forma separada. 
 
En la industria de los robots se ha buscado la estandarización para aumentar la 
seguridad, intercambiar información científica, tener estadísticas confiables acerca 
del uso de robots confiables, apoyar al comercio de robots y fomentar la educación 
y entrenamiento. Por ello existen símbolos gráficos introducidos por la ISO, pero 
su uso no es absoluto4. Entre ellas se tiene la capacidad de carga, velocidad 
máxima y movilidad, grados de libertad, espacio de trabajo y precisión que están a 
continuación. 
 
1.1.1 Capacidad de Carga. El peso, en kilogramos, que puede transportar la 
garra del manipulador recibe el nombre de capacidad de carga. A veces, este dato 
lo proporcionan los fabricantes, incluyendo el peso de la propia pinza. En modelos 
de robots industriales, la capacidad de carga de la pinza, puede oscilar de entre 
0,9 kg y 205 kg. La capacidad de carga es una de las características que más se 
tienen en cuenta en la selección de un robot, según la tarea a la que se destine. 
En soldadura y mecanizado es común precisar capacidades de carga superiores a 
los 50 kg5.   
 
Cargas pequeñas: Alrededor de 10 kg en robots de 200 kg de peso. 
Cargas medianas: Alrededor de 30 kg en robots de 800 kg de peso. 
Cargas grandes: Alrededor de 150 kg en robots de 1500 kg de peso. 
 
1.1.2 Velocidad máxima y movilidad. En manipuladores es muy importante la 
velocidad sobre todo para movimientos largos y en aplicaciones de paletizado: 
Inserción, Manipulación y Montaje. La velocidad nominal puede darse para cada 
eje independientemente o bien para el movimiento de la muñeca del robot que es 
la importante para el usuario, esta puede variar de 0,5 a 2 m/s según el tipo de 
robot y la aplicación a ejecutar. 
 
Para movimientos cortos la aceleración es factor muy importante porque es 
necesario arranques y frenados rápidos. Hay controles que implementan perfiles 
de movimiento con rampas de aceleración y frenado para optimizar los 
movimientos en función de las distancias, velocidades e inercias6. 
 
                                                          
4
OCHOA, Oscar. Laboratorio de Mecatrónica UNAL. Programa Universidad Virtual. Robótica Industrial. 
27/Oct/2005. Septiembre 28 del 2013.  
 
5
Instituto Tecnológico Superior De Pátzcuaro, Michoacán. Club de Robótica del ITSPA. Roboclub. 
Febrero del 2012. Septiembre 28 del 2013. 
 
6
Centro Integrado Politécnico. ETI Tudela, Robótica Industrial. Formación profesional de Calidad. 
Mantenimiento y montaje mecánico de equipos industriales.  
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1.1.3 Grados de libertad (GDL). Cuando hablamos de grados de libertad nos 
referimos al movimiento de un cuerpo en el espacio tridimensional, es decir, la 
capacidad de moverse hacia delante/atrás, arriba/abajo, izquierda/derecha 
(traslación en tres ejes perpendiculares), combinados con la rotación sobre tres 
ejes perpendiculares (Guiñada, Cabeceo, Alabeo). El movimiento a lo largo de 
cada uno de los ejes es independiente de los otros, y cada uno es independiente 
de la rotación sobre cualquiera de los ejes, el movimiento de hecho tiene seis 
grados de libertad7. 
 
Los brazos de un Robot, a menudo son categorizados por sus grados de libertad, 
este número generalmente se refiere al número de un solo eje de rotación de las 
articulaciones en el brazo, donde un mayor número indica una mayor flexibilidad 
en posicionar una herramienta.  
 
El Scorbot-ER Vplus inicialmente tiene cinco grados de libertad pero con la adición 
de una base deslizante ahora se presentan seis grados. 
 
1.1.4 Espacio de trabajo. Los grados de libertad del manipulador, junto a las 
dimensiones de los elementos, definen la zona de trabajo del robot, características 
que se hacen fundamentales en las fases de selección e implantación del modelo 
adecuado. La zona de trabajo se subdivide en áreas diferenciadas entre sí, por la 
accesibilidad específica del elemento terminal (herramienta de agarre), es 
diferente a la que permite orientarlo verticalmente o con el determinado ángulo de 
inclinación. También queda restringida la zona de trabajo por los límites de giro y 
desplazamiento que existen en las articulaciones del robot8.  
 
Se conoce como zona de trabajo primario donde el robot puede llegar a cualquier 
punto del volumen de trabajo con cualquier inclinación u orientación y zona de 
trabajo secundaria donde el robot solo puede llegar con una sola orientación, por 
lo común estas zonas son las más lejanas de su base. 
 
1.1.5 Precisión. La precisión del movimiento ejecutado por un robot industrial 
depende de tres factores importantes: 
 
• Resolución espacial  • Exactitud  • Repetibilidad 
 
1.1.5.2 Resolución espacial. Es definido como el incremento más pequeño de 
movimiento en que el robot puede dividir su volumen de trabajo. Para explicar con 
mayor precisión el término “resolución espacial” se presenta la (Figura 1.1) 
                                                          
7
CAÑAS, Arley y PINTO, Alexander. Proyecto Brazo Robótico. SENA CEET regional Bogotá.  1 de 
octubre de 2013 
 
8
ROMERO, Barcojo Alfonso. Estructura de un robot industrial. IES Instituto de Educación Superior, 
España (Niebla). 1 de octubre de 2013. 
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suponga que utilizando el Teach Pendant9 se mueve el robot de una posición P1 a 
una posición P2.  P1 P2 representa el menor incremento con el que se puede 
mover el robot a partir de P1. 
 
Se observa estos incrementos en un plano se vería como una cuadricula. En cada 
intersección de líneas se encuentra un punto “direccionable”, es decir un punto 
que puede ser alcanzado por el robot. De esta forma la resolución espacial puede 
definirse también como la distancia entre dos puntos adyacentes (en la figura 1.1 
la distancia entre puntos está muy exagerada a efectos de explicar el término). 
Estos puntos están típicamente separados por un milímetro o menos, 
dependiendo del tipo de robot. 
 
Figura 1.1 Resolución Espacial 
 
Fuente: Estructura de un robot industrial. IES Instituto de Educación Superior, España 
(Niebla) 
 
La resolución espacial depende de dos factores: Los sistemas que controlan la 
resolución y las inexactitudes mecánicas. Depende del control del sistema 
porque éste, precisamente, es el medio para controlar todos los incrementos 
individuales de una articulación. Los controladores dividen el intervalo total de 
movimiento para una junta particular en incrementos individuales (resolución de 
control o de mando). La habilidad de dividir el rango de la junta en incrementos 
depende de la capacidad de almacenamiento en la memoria de mando. 
 
Las inexactitudes mecánicas se encuentran estrechamente relacionadas con la 
calidad de los componentes que conforman las uniones y las articulaciones. Como 
ejemplos de inexactitudes mecánicas pueden citarse la holgura de los engranajes, 
las tensiones en las poleas, las fugas de fluidos, etcétera. 
                                                          
9
Teach Pendant. Es un dispositivo que se puede utilizar para controlar un robot de forma remota, 
ejecutar comandos para indicarle que haga las cosas, enseñar al robot a realizar tareas o definirle 
puntos específicos en el espacio. 
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1.1.5.2 Exactitud. Es la capacidad que tiene un robot para posicionar el extremo 
de su muñeca en un punto señalado dentro de su volumen de trabajo. Mide la 
distancia entre la posición especificada, y la posición real del actuador terminal del 
robot, manteniendo una relación directa con la resolución espacial, es decir, con la 
capacidad del control del robot de dividir en incrementos muy pequeños el 
volumen de trabajo.  
 
En el dibujo a continuación (Figura 1.2), si se mueve el robot exactamente al punto 
donde se encuentra la pieza de trabajo, el robot solamente podría acercarse al 
objeto posicionándose en el punto “direccionable” más próximo. En otras palabras, 
no podría colocarse exactamente en la posición requerida si no en el más cercano. 
 
Figura 1.2 Exactitud 
 
Fuente: Estructura de un robot industrial. IES Instituto de Educación Superior, España 
(Niebla) 
 
Un factor importante que afecta a la exactitud es el peso de la carga; las cargas 
más pesadas reducen la exactitud (al incrementar las inexactitudes mecánicas) 
para llevarla a un punto deseado. El peso de la carga también afecta la velocidad 
de los movimientos del brazo y la resistencia mecánica. 
 
1.1.5.3 Repetibilidad. Se refiere a la capacidad de un robot en regresar al punto 
programado las veces que sean necesarias. Esta magnitud establece el grado de 
exactitud en la repetición de los movimientos de un manipulador al realizar una 
tarea programada. Dependiendo del trabajo que se deba realizar, la precisión en la 
repetibilidad de los movimientos es mayor o menor. Así por ejemplo, en labores de 
ensamblaje de piezas, dicha característica ha de ser menor a ±0,1 mm. En 
soldadura, pintura y manipulación de piezas, la precisión en la repetibilidad está 
comprendida entre 1 y 3 mm y en las operaciones de mecanizado, la precisión ha 
de ser menor de 1 mm. 
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1.2 CONFIGURACIÓN DE UN ROBOT 
 
Superficialmente un robot industrial consta de una serie de partes rígidas o 
eslabones, los cuales están unidos entre sí por medio de articulaciones formando 
una cadena, esta cadena comienza con una base de apoyo generalmente fija, en 
nuestro caso una base deslizante y termina por su otro extremo, móvil y libre, que 
es donde se le acopla la herramienta de trabajo al robot. Las articulaciones 
permiten que entre las partes que unen (también llamadas ejes), se pueda 
producir un movimiento de desplazamiento, de giro o una combinación de ambos. 
Hay varios tipos de articulaciones, las dos que más emplean los robots, son la 
prismática (P) y la de rotación (R); ambas permiten un solo Grado De Libertad 
(GDL), o movimiento independiente entre las partes que unen.  
 
La prismática permite únicamente un movimiento relativo de desplazamiento o 
traslación en una sola dirección o eje; la de rotación permite únicamente un 
movimiento relativo de giro alrededor de un solo eje; por este motivo, se puede 
decir en general que el número de GDL en un robot es igual al número de sus 
articulaciones o al número de ejes. Con tres traslaciones según el respectivo eje 
X, Y o Z y tres giros o rotaciones (yaw, pitch, roll) relacionadas con estos mismos 
ejes, se puede posicionar cualquier elemento, objeto u herramienta en el espacio. 
 
Generalmente los robots consiguen el posicionado por medio de sus tres primeras 
articulaciones a partir de la base y la orientación de su elemento terminal o 
herramienta con el resto de articulaciones. No es necesario que un robot tenga los 
6 GDL para todas las aplicaciones, hay robots con solo 3 GDL; por contra también 
se habla de robots con más de 6 articulaciones y GDL, que permiten aumentar la 
accesibilidad a ciertas zonas de trabajo; en este caso y para un solo brazo-robot, 
no se tienen más de 6 GDL, pues alguna de las articulaciones o ejes proporcionan 
falsos GDL que son repetidos de los proporcionados por otras articulaciones. 
 
Puesto que para posicionar y orientar un cuerpo de cualquier manera en el 
espacio son necesarios seis parámetros, tres para definir la posición y tres para la 
orientación, si se pretende que un robot posicione y oriente su extremo (y con él la 
pieza o herramienta manipulada) de cualquier modo en el espacio, se precisará al 
menos seis grados de libertad que es nuestro caso. 
 
Cuando el número de grados de libertad del robot es mayor que los necesarios 
para realizar una determinada tarea se dicen que el robot es “Redundante”.  
 
Observando los movimientos del brazo y de la muñeca, se determina el número de 
grados de libertad que presenta un robot. Generalmente, tanto en el brazo como 
en la muñeca, se encuentra un abanico que va desde uno hasta los tres GDL. Los 
grados de libertad del brazo de un manipulador están directamente relacionados 
con su anatomía o configuración. 
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1.3 CLASIFICACIÓN Y TIPOS DE ROBOTS 
 
Según el software en el controlador, el diseño mecánico y la capacidad de los 
sensores, los robots se clasifican de acuerdo con su generación, nivel de 
inteligencia, nivel de control, nivel de lenguaje de programación, aplicación y con 
su arquitectura10.  
 
 
1.3.1 Clasificación de los robots según su generación 
 
1.3.1.1 Manipuladores: Primera Generación“1G”. Esta etapa inicial se 
considera desde los años 50s, cuando las maquinas diseñadas contaban con un 
sistema de control sencillo de lazo abierto, significando que no existe ningún tipo 
de retroalimentación alguna por parte de algún sensor en el manipulador, lo cual 
da a entender que realiza tareas previamente programadas que se ejecutan 
secuencialmente. 
 
1.3.1.2 Robots de Aprendizaje: Segunda Generación“2G”. Esta segunda etapa 
se despliega hasta los años 80s, al contrario de su previa generación este tipo de 
robots son un poco más conscientes de su entorno, instalando sistemas de control 
de lazo cerrado en los que por medio de sensores adquieren información de su 
entorno y obtienen la capacidad de actuar o adaptarse según los datos analizados. 
Además pueden memorizar y aprender la secuencia de movimientos mediante el 
seguimiento de los movimientos de un operador humano. 
 
1.3.1.3 Robots con Control Sensorizado: Tercera Generación“3G”. Esta 
tercera etapa tiene lugar durante los años 80s y 90s, disponen de controladores 
(computadoras) que empleando los datos o la información obtenida de sensores, 
adquieren la habilidad de ejecutar las ordenes de un programa escrito en alguno 
de los lenguajes de programación, que nacen a raíz de la necesidad de introducir 
las instrucciones deseadas en dichas maquinas. En esta generación los robots 
son bastantes conscientes de su entorno y pueden adaptarse al mismo, ya que 
usan control de tipo lazo cerrado. 
 
1.3.1.4 Robots Inteligentes: Cuarta Generación“4G”. Esta etapa se caracteriza 
por emplear sensores mucho más sofisticados que mandan información al 
controlador y la analizan mediante destrezas complejas de control. Las nuevas 
tecnologías y destrezas utilizadas en estos robots los califican como "inteligentes", 
se adecúan y asimilan su entorno utilizando "conocimiento difuso", "redes 
neuronales", y otros métodos de análisis y obtención de datos para así optimizar el 
                                                          
10
SAGUA ALANGUÍA, Yanet Maritza. Robótica puno. Sponsored by FIS UANCV Puno, UANCV Sede 
Puno. Blog spot 
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desempeño general del sistema en tiempo real, ahora el robot puede basar sus 
operaciones en información más sólida y confiable11. 
 
1.3.2 Clasificación de los robots según su nivel de inteligencia. Según la 
“Japan Industrial Robot Association” (JIRA)12 tienen su propia forma de clasificar a 
los robots dentro de seis clases basada en el Nivel de Inteligencia del Robot: 
 
 1) Dispositivos de manejo manual, controlados por una persona. 
 2) Robots de secuencia arreglada. 
3) Robots de secuencia variable, en los que un operador puede modificar la 
secuencia fácilmente. 
4) Robots regeneradores, en los que el operador humano conduce el robot a 
través de la tarea. 
5) Robots de control numérico, en los que el operador alimenta la 
programación del movimiento, hasta que se enseñe manualmente la tarea. 
6) Robots inteligentes, los cuales pueden entender e interactuar con cambios 
en el medio ambiente. 
 
1.3.3 Clasificación de los robots según el nivel de control que ejecutan 
 
1.3.3.1 Nivel de inteligencia artificial. En el cual un programa aceptará una 
orden como "levantar una pieza" y descomponerlo entre una sucesión de 
instrucciones de bajo nivel, establecidos en un modelo estratégico de las tareas. 
 
1.3.3.2 Nivel de modo de control. En el cual son modelados los movimientos del 
sistema, donde los diferentes mecanismos se incluyen en una interacción 
dinámica, recorridos planeados y los puntos de asignación seleccionados. 
 
1.3.3.3 Niveles de servo-sistemas. El uso de una retroalimentación interna de los 
datos obtenidos por los sensores permite que los actuadores controlen los 
parámetros de los mecanismos y el trayecto es trasformado sobre la base de los 
datos que se consiguen de sensores externos. En este nivel se realiza las 
detecciones de fallas y mecanismos de corrección. 
 
                                                          
11
GIL AITKEN, Guillermo José. (GUILLENEXTECHNOLOGY). WEBLOG Dedicado a la Robótica 
Educativa y Computación Física, Perú 
 
12
The Japan Robot Association (JARA) es una asociación comercial formada por empresas en Japón 
que desarrollan y fabrican la tecnología de los robots. Se formó en el año 1971, con el nombre de 
Industrial Robot Conversazione. La asociación fue reorganizada y rebautizada como el Japan Industrial 
Robot Association (JIRA) en el año 1972 y se constituyó formalmente en el año 1973. El nombre de la 
asociación fue modificada de nuevo en el año 1994 a su actual, con el fin de acomodar a los robots no 
industriales, como los robots personales. La sede se encuentra ubicada en Tokio. The Japan Robot 
Asociación tiene como objetivo avanzar en el crecimiento de la industria de fabricación del robot, 
mediante el fomento de la investigación y el desarrollo de robots y productos relacionados con el 
sistema y promover el uso de la tecnología robótica en la industria y la sociedad 
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1.3.4 Clasificación de los robots según el nivel del lenguaje de programación 
 
1.3.4.1 Sistemas guiados. Son aquellos en los que el usuario conduce el robot 
realizando movimientos en todo su espacio de cobertura. 
 
1.3.4.2 Sistemas de programación de nivel-robot. Sistema en que el usuario 
escribe un programa de computadora para especificar el movimiento del robot. 
 
1.3.4.3 Sistemas de programación de nivel-tarea. El usuario especifica la 
operación por sus acciones sobre los cuerpos que el robot manipula. 
 
1.3.5 Clasificación de los Robots según su Arquitectura. Los dispositivos y 
mecanismos que pueden agruparse bajo el concepto de Robots son muy diversos 
y, por lo tanto, es difícil establecer una clasificación coherente de los mismos que 
resista un análisis crítico y riguroso. La subdivisión de los Robots, con base en su 
arquitectura, se hace en los siguientes grupos: Poli articulados, Móviles, 
Androides, Zoomórficos e Híbridos. 
 
1.3.5.1 Poli-articulados. En este grupo están los robots de diversa forma y 
configuración ver (Figura 1.3-a), cuya característica común es la de ser 
básicamente sedentarios aunque excepcionalmente pueden ser guiados para 
efectuar desplazamientos limitados y estar estructurados para mover sus 
elementos terminales en un determinado espacio de trabajo según uno o más 
sistemas de coordenadas y con un número limitado de grados de libertad. En este 
grupo se encuentran los manipuladores, los robots industriales, los robots 
cartesianos y algunos robots industriales y se emplean cuando es preciso abarcar 
una zona de trabajo relativamente amplia o alargada, actuar sobre objetos con un 
plano de simetría vertical o deducir el espacio ocupado en el suelo. 
 
1.3.5.2 Móviles. Son robots con gran capacidad de desplazamiento, basada en 
carros o plataformas ver (Figura 1.3-b) y dotada de un sistema locomotor de tipo 
rodante. Siguen su camino por tele-mando o guiándose por la información recibida 
de su entorno a través de sus sensores. Estos robots aseguran el transporte de 
piezas de un punto a otro de una cadena de fabricación. Guiados mediante pistas 
materializadas a través de la radiación electromagnética de circuitos empotrados 
en el suelo, o mediante bandas detectadas fotoeléctricamente, pueden incluso 
llegar a sortear obstáculos y están dotados de un nivel relativamente elevado de 
inteligencia. 
 
1.3.5.3 Androides. Son robots que intentan reproducir total o parcialmente la 
forma y el comportamiento cinemático del ser humano (Figura 1.3-c). Actualmente 
los androides son todavía dispositivos muy poco evolucionados y sin utilidad 
práctica, y destinados, fundamentalmente, al estudio y experimentación. Uno de 
los aspectos más complejos de estos robots, y sobre el que se centra la mayoría 
de los trabajos, es el de la locomoción bípeda. En este caso, el principal problema 
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es controlar dinámica y coordinadamente en el tiempo real el proceso y mantener 
simultáneamente el equilibrio del robot. 
 
1.3.5.4 Zoomórficos. Son robots que se destacan principalmente por sus 
sistemas de locomoción que imitan a los diversos seres vivos ver (Figura 1.3-d). A 
pesar de la disparidad morfológica de sus posibles sistemas de locomoción es 
conveniente agrupar a los robots zoomórficos en dos categorías principales: 
caminadores y no caminadores. El grupo de los robots zoomórficos no 
caminadores está muy poco evolucionado. En cambio, los robots zoomórficos 
caminadores malteados son muy numerosos y están siendo experimentados en 
diversos laboratorios con vistas al desarrollo posterior de verdaderos vehículos, 
capaces de evolucionar en superficies muy accidentadas. Las aplicaciones de 
estos robots serán interesantes en el campo de la exploración espacial y en el 
estudio de los volcanes. 
 
1.3.5.5 Híbridos. Estos robots corresponden a aquellos de difícil clasificación cuya 
estructura se sitúa en combinación con alguna de las anteriores ya expuestas ver 
(Figura 1.3-e). Por ejemplo, un dispositivo segmentado articulado y con ruedas, es 
al mismo tiempo uno de los atributos de los robots móviles y de los robots 
zoomórficos. De igual forma pueden considerarse híbridos algunos robots 
formados por la yuxtaposición de un cuerpo formado por un carro móvil y de un 
brazo semejante al de los robots industriales. 
 
En parecida situación se encuentran algunos robots antropomorfos y que no 
pueden clasificarse ni como móviles ni como androides, tal es el caso de los 
robots personales. 
 
 
1.3.6 Clasificación de los robots según su configuración. Una de las 
aplicaciones más importante de la robótica se realiza en el ámbito industrial, por lo 
que este tipo de robots tienen una clasificación adicional, la cual está basada en 
su configuración. Según esto, se tiene los siguientes tipos básicos de robots: Polar 
o Esférico, Cilíndrico, Cartesiano, SCARA y Angular o Antropomórfico.  
 
1.3.6.1 Robot Polar o Esférico. La primera y segunda articulación son de ejes de 
rotación perpendiculares entre sí, la tercera es prismática; debido que esta 
configuración está en capacidad de realizar dos giros y un desplazamiento que 
permiten posicionar un punto en el espacio mediante coordenadas polares.  
 
Los primeros robots fueron de este tipo y tenían accionamientos hidráulicos, ahora 
se usan poco, debido a que es complicado controlar sus movimientos de traslación 
y a la flexión que se produce en su brazo cuando está extendido con cargas de 
cierta magnitud, aun así son apropiados para mover cargas elevadas que no 
precisen mucha exactitud o movimientos complejos, (Figura 1.4-a). 
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Figura 1.3 Robots según su Arquitectura 
a b 
 
 
c d 
 
 
e  
 
 
Fuente: OLLERO, Aníbal y HEREDIA, Guillermo. Robots y Sistemas Autónomos.  
Robótica, robot poliarticulados.  
Foros Portal Hacker, Temas de Interés, Electrónica, Robótica, El Robot Araña.  
Leonardo, Jeannette y José Ángel. Robótica blogspot.  
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1.3.6.2 Robot Cilíndrico. Utiliza un giro en la base y dos desplazamientos 
perpendiculares entre sí, para determinar la posición de los puntos por medio de 
coordenadas cilíndricas. Se controla fácilmente y es rápido, pero solo se usa para 
casos en que no haya obstáculos en su zona de trabajo y el acceso a ella se haga 
horizontalmente, (Figura 1.4-b). 
 
1.3.6.3 Robot cartesiano. Sus tres articulaciones principales son prismáticas, los 
ejes son ortogonales entre sí y los desplazamientos sobre ellos dan las 
coordenadas cartesianas X, Y, Z, de los puntos de trabajo. La estructura puede 
ser de tipo viga en voladizo o en pórtico. Son rápidos, muy precisos, de fácil 
control, amplia zona de trabajo y elevada capacidad de carga, pero ocupan mucho 
espacio relativo y su elemento terminal-herramienta no es especialmente 
orientable.  
 
Se usan en aplicaciones que requieren movimientos lineales de alta precisión en 
zonas de trabajo que sean fundamentalmente un plano o planos paralelos. Si la 
precisión necesaria no es alta, los ejes controlados por medio de PLC y tarjetas 
electrónicas aventajan notablemente en precio a este tipo de robots, (Figura 1.4c). 
 
1.3.6.4 Robot SCARA. Es un robot con dos articulaciones R y una P, con las dos 
R se controla la posición respecto al plano X-Y, y con la P la coordenada Z. Es 
rápido, barato y preciso, pero solo tiene accesibilidad a zonas de trabajo que estén 
en planos perpendiculares a su eje vertical. Se emplea fundamentalmente en 
operaciones de ensamblado o inserción de componentes electrónicos y en otros 
trabajos similares. Es originario de Japón y es allí donde más se emplea, su 
inconveniente inicial era la potencia de cálculo necesaria para determinar 
posiciones por combinación de giros, pero este problema se ha resuelto para este 
y otros robots, gracias al desarrollo de los microprocesadores, (Figura 1.4-d).  
 
1.3.6.5 Robot angular o antropomórfico. Tiene sus tres principales 
articulaciones de tipo R, (y también las restantes), con lo cual emplea las 
coordenadas angulares para determinar las posiciones de su elemento terminal. 
Se llama antropomórfico por que simula los movimientos de un brazo humano, la 
primera articulación se corresponde con el giro de la cintura, la segunda con el del 
hombro, la tercera con el del codo y el resto están en la muñeca-mano. 
 
Este robot posee gran accesibilidad y maniobrabilidad, es rápido y ocupa poco 
espacio en relación al campo de trabajo que abarca. Debido a sus características 
es el modelo más versátil en aplicaciones y se ha impuesto a los demás, sobre 
todo en Células de Fabricación Flexible. Como inconvenientes se pueden citar que 
tiene menos precisión que otros modelos, que si trabaja con carga y velocidades 
altas, se producen inercias de giro difíciles de compensar y que sus articulaciones 
deben tener juego casi nulo, pues un pequeño juego angular se amplifica en 
posición en función de la longitud del eje correspondiente, con lo cual puede dar 
errores considerables, (Figura 1.4-e). 
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Figura 1.4 Robots según su configuración 
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Fuente: ANTONIO, Bueno. Unidad Manager product didáctica: “Control y Robótica”. 
VAQUERIZO, Fernando. Omron Servos, Motion Control y Robótica. 
Directorio Industrial Argentina Logismarket.                                              
Componentes /Elementos sistema robot SEIKO RT3300     
Robots Industriales. Página TurboSquid                     
La web de robots y robótica "OWI-535" 
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1.4 APLICACIONES 
 
Una de las principales aplicaciones de los robots tiene lugar en la industria, en la 
que es habitual la repetición de tareas, como la fabricación en serie de piezas y 
maquinaria, lo que obliga a realizar todas estas labores exactamente igual. Un 
robot está programado para realizar los mismos movimientos y con la misma 
precisión en cada repetición, por lo que es perfecto para aplicaciones industriales.  
 
La automatización de procesos mediante robots industriales se considera que está 
en sus inicios, pero es un hecho innegable que la introducción de la tecnología 
robótica en la industria, ya ha causado un gran impacto. En este sentido la 
industria Automotriz desempeña un papel predominante. 
 
1.4.1 Soldadura 
 
Cuya aplicación se encuentra en su mayoría en la Industria automovilística13. 
 
1.4.1.1 Soldadura por puntos. Dos piezas metálicas se unen en un punto por la 
fusión conjunta, de ambas partes, dando pie a la denominación de soldadura por 
puntos.  
 
Este tipo de aplicación debe controlar los niveles de tensión e intensidad y tiempo 
de aplicación y exigen el empleo de un sistema de control del proceso de 
soldadura. 
 
Las características principales de esta aplicación incluyen: 
 Capacidad de carga del orden de los 50-100 kg. 
 Estructura articular, con suficientes grados de libertad (5 ó 6) para 
posicionar y orientar la pinza de soldadura (o pieza, según el caso) en 
lugares de difícil acceso. 
 Control punto a punto suficiente para desarrollar la tarea. 
 
 
1.4.1.2 Soldadura por arco eléctrico. En la actualidad ampliamente robotizada, 
aunque en un menor grado que por puntos. La justificación de que un robot 
sustituya al hombre en este proceso se basa en la dificultad de mantener 
constantes las variables de velocidad, tensión y ángulo de ataque del electrodo, 
ambiente poco agradable en el que se desarrolla la soldadura por arco (radiación 
ultravioleta, humo, chispas, etc.) y que la mayor parte de los robots de soldadura 
cuentan con una pistola que aporta el alambre del electrodo. 
 
Este tipo de aplicaciones requieren de control de trayectoria continua (cordones de 
soldadura siguiendo caminos complicados). 
                                                          
13
La robótica en la construcción de automóviles. Martes, 22 de abril de 2008. 
38 
 Capacidad de carga ligera (10 kg) 
  Amplio campo de acción (alrededor de 2 m de radio) 
  Número elevado de grados de libertad (5 ó 6), incorporando incluso el 
control de ejes externos que mueven el utillaje que soporta a la pieza. 
 
 
1.4.2 Manutención. Traslado de material o elementos de un lugar a otro, por 
ejemplo en los procesos de alimentación de máquinas especializadas. En 
máquinas como prensas, estampadoras, hornos, las operaciones de carga y 
descarga de los materiales o piezas son tareas monótonas y peligrosas. 
 
Las principales características de este tipo de aplicación son: 
 
 Capacidad de carga media o alta (del orden de decenas de kilogramos). 
 No necesitan de una gran precisión, salvo cuando depositan piezas en 
moldes. 
 Espacio de trabajo grande. 
 Estructuras más habituales: polar o articular. 
 Sistema de control relativamente sencillo, no están obligados a seguir 
trayectorias continuas. 
 
1.4.2.1 Fundición. El robot, mediante el elemento terminal con forma de cuchara, 
extrae de un depósito de metal fundido la cantidad precisa de éste y la deposita en 
el molde en donde se hará la colada. Se trata de aplicaciones en las que se 
presentan ambientes peligrosos: Altas temperaturas y manejo de material fundido. 
Se requiere precisión de estos para el vertido correcto del metal líquido. Para no 
derramar el contenido de la cuchara, se requiere conservar la posición de la 
cuchara desde el llenado hasta la llegada al molde para no derramar su contenido. 
 
1.4.2.2 Manutención de máquinas herramientas. El robot recoge la pieza del 
sistema de transporte y la deposita en la máquina donde se realiza su 
mecanizado, por ejemplo en tornos y fresadoras de control numérico (CN). 
Cuando finaliza, el robot la recoge y, o bien la deposita en otro sistema de 
transporte para su salida, se deposita en otra máquina herramienta o en la misma 
cambiando su orientación para efectuar otro mecanizado. 
 
1.4.3 Almacenamiento. El robot transfiere un conjunto de piezas que vienen por 
un sistema de transporte en unidades aisladas y se depositan agrupadas con un 
determinado orden en otro sistema de transporte. En paletización las piezas se 
depositan en una plataforma, ocupando posiciones predeterminadas. Estas 
posiciones están dispuestas para asegurar la estabilidad del envío, facilitar la 
posterior manipulación y optimizar el espacio que ocupan. Los robots utilizados 
para estas labores precisan: 
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 Espacio de trabajo muy amplio. 
 Habitualmente robot con estructura cartesiana. 
 No se requiere que tenga muchos grados de libertad. 
 Control sencillo. No necesita trayectorias continuas. 
 
1.4.4 Inspección. Utilización de sensores en un robot el cual está centrado 
fundamentalmente en el control de calidad. El robot, gracias a características de 
posicionamiento y orientación, también puede llevar sensores a lugares 
determinados de las piezas a examinar para llevar a cabo la inspección, además 
deben tener una precisión elevada, ya que se sitúa el instrumento de inspección 
en lugares muy concretos; si se utiliza el contacto, el sistema de control del robot 
controla la posición del extremo, y con sus datos se puede determinar si la pieza 
cumple determinados requisitos. 
 
1.4.5 Montaje. Campo de difícil robotización, debido a las dificultades que plantea 
la precisión y la habilidad que requiere, el avance en su robotización se debe al 
alto costo que representa la fabricación de un producto, esto se puede observar en 
producciones muy grandes en las cuales es más interesante el empleo de 
máquinas especiales de montaje. Además si se realizan frecuentes cambios en los 
productos, se requieren de un sistema flexible para llevarlo a cabo con un bajo 
costo. Los robots empleados en montaje deben tener una alta precisión y 
repetitividad, no requieren una elevada capacidad de carga, las estructuras de los 
robots empleados suelen ser de tipo SCARA o cartesianos, aunque también se 
emplean articulares. 
 
1.4.6 Mecanizado de corte y acabado. Solamente se pueden utilizar medios de 
corte mecánicos si la herramienta de corte está fija y el robot lleva la pieza a la 
herramienta. El proceso de corte debe introducir esfuerzos mínimos en la cadena 
del robot generalmente los útiles de corte empleados en robots deben ser no 
mecánicos, por lo cual los procedimientos más empleados en el corte mediante 
robots son: oxicorte, plasma, láser y chorro de agua, dependiendo de la naturaleza 
del material a cortar. 
 
1.4.7 Pinturas y sellantes. Proyección mediante pistola o pulverizador de una 
mezcla viscosa. El acabado de superficies por recubrimiento de un cierto material 
(pintura, esmalte, partículas de metal, etc.) con fines decorativos o de protección, 
es una parte crítica en muchos procesos de producción. 
 
El reparto uniforme de la capa sobre la superficie es un punto crítico, ya que 
depende de la viscosidad de la mezcla, la distancia entre pieza y pistola, velocidad 
de movimiento de la pistola, el número de pasadas, etc.  
 
Estos parámetros pueden ser controlados eficazmente por un robot, con lo que se 
consigue mejores repartos de la pintura, más economía de pintura, mejores    
acabados y aumento la productividad. Además teniendo en cuenta entornos de 
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trabajo sumamente peligrosos por usar productos tóxicos o como puede ser 
también el caso de productos inflamables. Sus principales características: 
 
  Ligeros. 
  Tener 6 o más grados de libertad para poder acceder a las partes más 
difíciles de la pieza. 
  Articulados en general. 
  Deben ir protegidos por la presencia de material en suspensión. Esta 
protección se recomienda mucho. 
  Deben seguir trayectorias continuas, ya que el camino que sigue el robot 
debe ser determinado para efectuar las pasadas de pintura. 
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2.  DETERMINACIÓN DE LAS CARACTERÍSTICAS DEL MANIPULADOR 
 
 
Dentro del término de parámetros físicos constantes se engloban todos aquellos 
que permiten la obtención de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento 
dinámico del sistema mecánico como es el del manipulador Scorbot-ER Vplus 
(Figura 2.1), las cuales pueden ser aplicadas tanto al control como a la simulación 
dinámica. Estos parámetros se pueden agrupar en dos grandes categorías: Los 
parámetros geométricos y los parámetros dinámicos. Los primeros corresponden a 
aquellas dimensiones de los elementos que constituyen el sistema mecánico 
relevantes para la modelización del mismo como son los eslabones. Dentro de los 
parámetros dinámicos se incluyen los inerciales (masas, localización de centros de 
gravedad y tensores de inercia) de los sólidos que forman los sistemas mecánicos. 
 
Figura 2.1 Manipulador Scorbot-ER Vplus, se observan los distintos elementos 
que componen la estructura mecánica y las articulaciones que las unen 
 
 
 
2.1   ESTIMACIÓN DE LA GEOMETRÍA DE LOS ESLABONES 
 
La estructura de un manipulador robótico, en nuestro caso el Scorbot-ER Vplus, 
consta de muchos elementos estructurales rígidos conectados entre sí por medio 
de articulaciones o juntas (Figura 2.2). Estos elementos son denominados 
eslabones, que permiten el movimiento relativo de cada dos elementos 
consecutivos en nuestro manipulador. 
 
Una articulación puede ser lineal (deslizante, traslacional o prismática), si un 
eslabón se desliza sobre un eje solidario al eslabón anterior, o rotacional en caso 
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que un eslabón gire en torno a un eje solidario al eslabón anterior, (Figura 2.3). Se 
tiene un prismático por su nueva disposición en la configuración inicial. 
 
Figura 2.2 Elementos estructurales del manipulador Scorbot-ER Vplus 
 
Fuente: SCORBOT-ER Vplus Manual de Usuario ESHED ROBOTEC modificado 
 
Figura 2.3 Movimientos de las articulaciones 
 
Fuente: Robótica Industrial. Capítulo 4.2 pág. 12. 
 
El conjunto de eslabones y articulaciones se denomina cadena cinemática. Se 
dice que una cadena cinemática es abierta si cada eslabón se conecta mediante 
articulaciones exclusivamente al anterior y al siguiente, exceptuando el primero, 
que se suele fijar a un soporte, y el último, el elemento terminal queda libre. A éste 
se puede conectar un elemento terminal o actuador final: una herramienta especial 
que permite al robot de uso general realizar una aplicación particular, que debe 
diseñarse específicamente para dicha aplicación por ejemplo una herramienta de 
sujeción o de soldadura. El punto más significativo del elemento terminal se 
denomina punto terminal “PT” (Figura 2.4). En el caso de una pinza, el punto 
terminal vendría a ser el centro de sujeción de la misma. 
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Figura 2.4 Punto terminal de un manipulador (PT) 
 
Fuente: SCORBOT-ER Vplus Manual de Usuario ESHED ROBOTEC 
 
Este tipo de manipulador robótico se les suele denominar también brazos de robot 
por la analogía que se puede establecer, en muchos casos, con las extremidades 
superiores del cuerpo humano (Figura 2.5). 
 
Figura 2.5 Semejanza de un brazo manipulador con la anatomía humana 
 
Fuente: Robots Industriales. Página de la Universidad de Guadalajara México 
 
2.1.1 Base deslizante. La nueva configuración adquirida para el manipulador del 
laboratorio de manufactura fue la adición de una base deslizante LSB 1,8 m (Belt, 
Table-Top) de la Empresa Intelitek, la cual unida a nuestro Scorbot-ER Vplus 
adiciona un grado de libertad y además un campo de acción mayor. Ahora bien, se 
tiene 4 grados de libertad para posicionar el manipulador con dos grados de 
libertad para su orientación, para lo cual da un total de 6 gdl de los cuales se van a 
estudiar para su nueva configuración sobre base deslizante.  
 
Por otro lado, el nuevo elemento adicionado se comporta como una articulación 
prismática, la cual tiene un rango de operación de 1700 mm (Figura 2.6) sobre 
esta base estará localizado el manipulador Scorbot-ER Vplus. 
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Figura 2.6 Longitud del riel 
 
 
2.1.2 Longitud de los eslabones. Un robot de   grados de libertad está formado 
por   eslabones unidos por   articulaciones. Ya visualizado el primer grado de 
libertad, ahora se analizará los demás eslabones los cuales siguen una 
configuración serial (Figura 2.7). La longitud de sus articulaciones, que son las 
distancias medidas entre sus ejes de rotación, se requieren para estudiar la 
cinemática directa, asimismo se debe tener en cuenta la variación de la longitud 
del último eslabón el cual se analizará a continuación.   
 
Figura 2.7 Parámetros geométricos de los eslabones 
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Además, se encontró que en el manual del Scorbot-ER Plus presenta unos valores 
tentativos de la longitud de los eslabones, pero al rectificar estas distancias se 
descubrió que estas no correspondían con las calculadas en el laboratorio. Esto 
pudo haber sido ocasionado ya que los manuales presentados por las empresas 
tratan de dejarlo lo más general posible y tal vez usan un mismo ajuste de control 
en todas las versiones cercanas de manipuladores. Por consiguiente, se toman 
valores reales medidos los cuales permiten obtener un análisis más preciso y real 
del manipulador presente en el laboratorio de Manufactura de la Universidad 
Tecnológica, contribuyendo a una gran diferencia a la hora de obtener los 
resultados de los análisis respecto a otras observaciones realizadas al mismo en 
oportunidades anteriores.  
 
2.1.3 Gripper. Para finalizar, el último eslabón conocido como Gripper está 
localizado en la muñeca del robot e interactúa con el medio agarrando las 
diferentes piezas para su manipulación. Sus características geométricas dependen 
estrictamente del tamaño de la pieza a movilizar, es por esto que se hace 
necesario el estudio en esta parte geométrica que es variable en el Scorbot-ER 
Vplus ya que al realizar los análisis posteriores, esta pequeña diferencia puede 
significar un error en el cálculo y el posicionamiento espacial. Además se debe 
tener en cuenta que en el área de la robótica unas cuantas decimas de milímetros 
de desvió significan un total desastre a la hora de llevar una tarea en específico. 
Además este pequeño detalle no fue estudiado en el proyecto de trabajo de grado 
de maestría sobre este manipulador, proyecto antecedente a este. 
 
Figura 2.8 Variación de la longitud del Gripper 
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Se puede observar en la (Figura 2.8-a) la distancia desde el eje de giro del Gripper 
hasta el punto donde las pinzas tendrían el elemento a transportar. La distancia 
medida es de 135 mm, se evidencia y contrasta con la (Figura 2.8-b) en la cual las 
pinzas están parcialmente abiertas. Es evidente que la longitud y el parámetro 
geométrico del último eslabón cambia significativamente a 139,55 mm teniendo un 
error máximo en la longitud de 4,55 mm los cuales pueden ser un dolor de cabeza 
a la hora de posicionar el Scorbot-ER Vplus espacialmente. 
Ahora bien, al tener totalmente las pinzas abiertas este error disminuye un poco 
(Figura 2.8-c) pero igual se sigue teniendo el mismo inconveniente, para ello se 
realizó una simple solución la cual se tiene como parámetro de entrada el ancho o 
diámetro de la pieza u elemento a ser manipulado por el robot. 
Por otro lado, de la (Figura 2.8-b) se obtiene un parámetro fijo el cual no se va a 
modificar y va a mantener constante siempre, equivalente a la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo de       , los parámetros de   y   de la (Figura 2.9) se 
pueden obtener. 
 
Figura 2.9 Triangulo rectángulo formado en las pinzas 
 
Ejemplo, se tiene una pieza de espesor   la distribución para ambos extremos es 
la mitad, ya que las pinzas se abren uniformemente reduciendo la longitud de  . 
Teniendo de este modo que para un espesor de  : 
 
20,84
2
x
n                                                    (2.1) 
 
Teniendo así el cateto   y la hipotenusa  , ahora bien se puede obtener a   de la 
siguiente forma: 
 
2
2 2 250 20,84
2
x
m h n
 
     
 
                                 (2.2) 
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Solo falta sumar las distancias que son fijas. De la (Figura 2.8-a) se obtiene la 
primera distancia fija de 70 mm y la otra se obtiene de la (Figura 2.9) 19,55 mm  
sumando estas dos distancias a   se obtiene el parámetro geométrico gracias al 
espesor de la pieza a manipular, por lo tanto se tiene finalmente la expresión: 
 
2
2
4 70 50 20,84 19,55
2
x
L
 
     
 
                              (2.3) 
 
2
4 89,55 2500 20,84
2
x
L
 
    
 
                                   (2.4) 
 
Donde la variable   es el espesor o diámetro del elemento a manipular por el 
Scorbot-ER Vplus en milímetros. 
 
 
2.2   ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS DINÁMICOS 
 
A diferencia de la estimación de los parámetros geométricos, la información 
obtenida sobre los parámetros dinámicos como es el caso de las masas, centros 
de gravedad y momentos inerciales proporcionada por los fabricantes, es a 
menudo poco precisa o, como en el caso del modelado de los fenómenos de 
fricción, incluso inexistente.  
 
Por otro lado, la obtención de estos parámetros dinámicos se puede recurrir al 
desensamblado del manipulador Scorbot-ER Vplus y a la posterior determinación 
experimental de los parámetros inerciales de cada uno de los elementos mediante 
ensayos mecánicos. En general para esta parte del proyecto puede afirmarse que 
una medida experimental directa de dichos parámetros en robots ya existentes 
resulta impracticable, esto se debe a la complejidad de las estructuras mecánicas 
involucradas en el manipulador, y esto nos constituye, en cualquier caso, una 
solución poco práctica desde el punto de vista del desensamblado, siendo además 
poco precisa los resultados obtenidos.  
 
Igualmente, se debe considerar el hecho que los parámetros dinámicos son 
también susceptibles de sufrir variaciones a lo largo de la vida operativa del robot 
debido a eventuales colisiones y a la progresiva degradación de las partes 
mecánicas del mismo e incluso pueden variar principalmente durante la operación 
del robot, como puede ser el caso en el que las características dinámicas de la 
carga deben también ser consideradas en el modelo del robot. Por todo lo anterior, 
se deduce la necesidad de un procedimiento de identificación que permita obtener 
estimaciones al menos cercanas de los parámetros dinámicos que definen el 
modelo dinámico utilizado ya sea en un algoritmo de control por dinámica inversa 
o en simulación en un software. 
48 
Ahora bien, si se tiene en cuenta otro punto de vista, el cual puede ser el uso de 
herramientas computacionales como es el caso de SolidWorks, en el que con el 
uso del dibujo y ensambles de las diferentes partes del manipulador y teniendo en 
cuenta los diferentes tipos de materiales utilizados en el mismo, se logrará extraer 
información valiosa de estos dichos parámetros dinámicos (Figura 2.10). 
 
Figura 2.10 Propiedades Físicas de SolidWorks 
 
 
 
Además, se puede obtener una mayor precisión de los cálculos gracias a la 
pestaña, Propiedades físicas - Opciones - Utilizar configuraciones personalizadas 
(Figura 2.11), en la cual se ajustan los parámetros de salida del cálculo: número 
de decimales y el nivel de precisión, que al ser más alto se vuelve más lento a la 
hora de entregar los resultados, como también sus respectivas unidades de 
medida: longitud, masa y volumen. 
 
2.2.1 Masa de los eslabones. El ensamble consta de seis partes fundamentales, 
cada una de estas partes corresponde a un sub ensambles los cuales al 
fusionarlos todos da como resultado el ensamble final total del Scorbot-ER Vplus 
en su nueva configuración. Cada una de las partes del “Ensamble Total-Home” 
tienen definida su composición y material de diseño. Al utilizar la herramienta de 
SolidWorks “Visualización de ensamble” del panel de “Calcular” (Figura 2.12) se 
obtienen sus respectivas masas en unidades de gramos para cada uno de los sub 
ensambles. 
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Figura 2.11 Opciones de Propiedades Físicas 
 
 
Figura 2.12 Visualización de ensamble de SolidWorks 
 
 
Para el último elemento llamado Gripper fue necesario dividirlo en dos partes pero 
fusionadas por circunstancias de ensamblaje y grados de libertad, ya que 
SolidWorks no reconoce en un sub ensamble un movimiento independiente de 
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otro, por lo tanto se obtienen los siguientes datos de masas para los diferentes sub 
ensambles ver (Figura 2.13). 
 
Figura 2.13 Resultados de masas por elementos 
 
 
De la figura anterior tomada de SolidWorks se tiene: 
 Para la base que es fija por lo cual no es tan relevante: 534000,33 g 
 Para la base deslizante en la cual todo el robot está apoyado y se mueve 
prismáticamente: 5790,76 g 
 Para la cintura en donde esta alojados la mayoría de los motores que dan 
movimiento al Scorbot, base rotacional: 4641,85 g 
 El eslabón que simula el movimiento y comportamiento de un brazo 
humano: 2249,2 g 
 Para el eslabón que simula el movimiento y comportamiento de un 
antebrazo humano:1913,15 g 
 En último lugar el Gripper, el cual representa la unión de los dos últimos sub 
ensambles: 
Gripper (Motor): 634,9 g y Gripper (Pinza): 449,17 g  
Sumando un total de: 1084,07 g 
 
Para el “Ensamble Total-Home” se tiene una masa en movimiento total de 
15679,03 g 
 
 
2.2.2 Centros de masa respecto al sistema de referencia global. Así mismo, 
como se obtiene las masas de los diferentes sub ensambles que representan cada 
una de las partes para ser estudiadas, también se puede obtener los centros de 
masa para cada una de ellas con la opción de “Propiedades Físicas” antes vista 
en (Figura 2.10). Los centros de masa se miden a partir del sistema de referencia 
global utilizado en la nueva configuración; más adelante se estudiará este tema.  
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Para el primer elemento la “Base Deslizante” (Figura 2.14-a) se tiene que el centro 
de gravedad desde el sistema de referencia global es de: 
 
             
            
              
Para el segundo elemento denominado “Base Rotacional” (Figura 2.14-b) se tiene 
que el centro de gravedad desde el sistema de referencia global es de: 
 
             
             
              
 
Para el eslabón que simula el movimiento y comportamiento de un brazo humano 
“Eslabón 1 (Brazo)” (Figura 2.14-c) se tiene que el centro de gravedad desde el 
sistema de referencia global es de: 
 
              
             
              
 
Para el eslabón que simula el movimiento y comportamiento de un antebrazo 
humano “Eslabón 2 (Antebrazo)” (Figura 2.14-d) se tiene que el centro de 
gravedad desde el sistema de referencia global es de: 
 
             
             
             
 
Para el último eslabón “Gripper Motor” (Figura 2.14-e) se tiene que el centro de 
gravedad desde el sistema de referencia global es de: 
 
              
            
             
 
Finalmente el último eslabón “Gripper Pinzas” (Figura 2.14-f) se tiene que el centro 
de gravedad desde el sistema de referencia global es de: 
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Figura 2.14 Centro de masas de los diferentes eslabones 
a
 
b
 
c 
 
d
 
e 
 
f
 
Propiedades físicas (Assembly Configuration) 
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2.2.3 Momentos de inercia llevada al sistema de referencia local por teorema 
de ejes paralelos. Del mismo modo que en los anteriores pasos para la obtención 
de las propiedades de masa y centros de gravedad, se puede obtener los 
momentos de inercia para cada uno de los elementos y sub ensambles, con la 
misma herramienta de SolidWorks “Propiedades Físicas” antes vista en (Figura 
2.10). Para este caso en específico se tienen tres tipos de resultados que serán 
los siguientes: 
 
 Momentos principales de inercia y sus ejes principales de inercia, medidos 
desde el centro de masa de cada elemento. 
 Momentos de inercia medidos en el centro de masa pero rotados al sistema 
de referencia local para cada eslabón (para SolidWorks obtenido en el 
centro de masa y alineado con el sistema de coordenadas de resultados).  
 Los momentos de inercia llevados al sistema de referencia local de cada 
eslabón por teorema de ejes paralelos (para SolidWorks medido desde el 
sistema de coordenadas de salida). 
 
Para el primer caso se obtienen los diferentes momentos de inercia calculados y 
comparados con los resultados arrojados por el programa: 
 
Momentos de inercia para la “Base Deslizante”: Momentos principales de 
inercia (g∙mm2) medido desde el centro de masa. Vectores unitarios del eje de 
referencia de masa. Obtenidos de SolidWorks. 
 
     (                                                ) 
     (                                                    ) 
     (                                                        ) 
 
Ejes principales de inercia respecto al centro de masa en el sistema de referencia 
del centro de masa. Obtenidos de SolidWorks. 
 
                       
                        
                       
 
Matriz de rotación del sistema de referencia del centro de masa respecto al local: 
 
  [
                              
                                 
                                
] 
 
Matriz básica de rotación    , se hablará en el tercer capítulo más de este tema: 
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    (   ) (   ) (   )  [
      
     
   
] [
   
      
     
] [
      
     
   
] 
 
   [
                           
                            
          
]                     (2.5) 
 
Se plantean las siguientes ecuaciones y comparando estos puntos tenemos: 
 
Eq1                                                         (2.6) 
Eq2                                                      (2.7) 
Eq3                                                                            (2.8) 
 
Se resuelven las ecuaciones anteriores para obtener los siguientes ángulos de 
Euler: 
 
 
 
 
 
0,8066052412 0,4393288656 0,7359696222
0,7874130475 0,4482438646 0,7562555631
0,7874130475 0,4482438646 0,7562555631
0,8066052412 0,4393288656 0,7359696222
2,354179606 
  
  
  
  
 
    
    
    
    
  
 
 
 
0,4482438646 2,385337090
2,354179606 0,4482438646 2,385337090
2,334987412 0,4393288656  2,405623031
2,334987412 0,4393288656  2,405623031

  
  
  
 
   
   
   
 
 
Momentos de inercia medidos en el centro de masa pero rotados al sistema de 
referencia local: 
                                                          1 1
T
global cmI A I A                                                  
(2.9) 
 
  0,8066052412     0,4393288656    0,7359696222     
 
 
7 6 6
6 7 5
6 5 7
5,817398047 10 1,539526525 10 4,03425603 10
1,539526521 10 6,791864056 10 6,5530584 10
4,03425601 10 6,5530583 10 6,995817058 10
globalI
     
 
     
     
 
 
Llevado al sistema de referencia local por teorema de ejes paralelos: 
Donde                    
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2 2
2 2
1 1
2 2
xx xy xz
global yx yy yz
zx zy zz
y z x y x z I I I
I I m x y x z y z I I I
x z y z x y I I I
     
   
        
                             
(2.10) 
 
             ,   -   ( 
    )                                                    (2.11) 
             ,   -   ( 
    )                                      (2.12) 
             ,   -   ( 
    )                                      (2.13) 
             ,   -   (  )                  
                          (2.14) 
             ,   -   (  )                  
                          (2.15) 
             ,   -   (  )                   
                                (2.16) 
 
Al comparar los valores obtenidos anteriormente con los datos arrojados de 
SolidWorks (Figura 2.15) gracias a la herramienta de Propiedades Físicas y 
medidas en el sistema de referencia local, es evidente que los resultados son muy 
aproximados a los obtenidos con el programa, el cual solo necesita los ejes 
principales de inercia y momentos principales de inercia: 
 
Figura 2.15 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Base Deslizante” 
 
 
Finalmente, se puede estar totalmente de acuerdo con los resultados arrojados 
por el programa SolidWorks para los momentos de inercia visto desde cada 
sistema de referencia local. Ahora bien, para los resultados de los siguientes 
elementos se tendrán en cuenta los datos arrojados por el programa para cada 
eslabón en su sistema local: 
 
 “Base Rotacional” (Figura 2.16) 
 “Eslabón 1 (Brazo)” (Figura 2.17) 
 “Eslabón 2 (Antebrazo)” (Figura 2.18) 
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  “Gripper Motor” (Figura 2.19)  
  “Gripper Pinzas” (Figura 2.20). 
 
Figura 2.16 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Base Rotacional” 
 
 
Figura 2.17 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Eslabón 1 (Brazo)” 
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Figura 2.18 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Eslabón 2 
(Antebrazo)” 
 
 
 
Figura 2.19 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Gripper Motor” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
58 
Figura 2.20 Parámetros inerciales obtenidos de SolidWorks “Gripper Pinzas” 
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3.  ANÁLISIS CINEMÁTICO 
 
 
En este capítulo se da a conocer la cinemática del robot SCORBOT-ER Vplus la 
cual estudia el movimiento del manipulador respecto a un sistema de referencia; 
no obstante es modificado por la nueva solución sobre una base deslizante. Ya no 
se cuenta con el eje de referencia antiguo obtenido de la guía del fabricante, este 
es modificado y se adapta a la nueva configuración de seis grados de libertad. Lo 
que se busca en este capítulo con el modelo cinemático, es el interés por la 
descripción analítica del movimiento espacial del robot como una función del 
tiempo, y en específico las relaciones entre la posición y la orientación del 
elemento terminal del robot con los valores que toma sus coordenadas articulares. 
 
Se tienen dos problemas fundamentales a resolver en la cinemática del robot 
(Figura 3.1). El primer problema que se plantea se conoce como la “cinemática 
directa”, la cual consiste en determinar cuál es la posición y orientación del 
elemento terminal del manipulador, con respecto a un sistema de coordenadas 
que se toma como referencia en una nueva configuración, partiendo de los valores 
de cada una de las articulaciones y además teniendo en cuenta los parámetros 
geométricos de los eslabones del robot del capítulo anterior.  
 
Figura 3.1 Relación entre las cinemáticas directa e inversa 
 
Fuente: MEJÍA, Luz Adriana. Notas de clase curso Mecánica de Robots. UTP 
 
El segundo problema se denomina “cinemática inversa”, es todo lo contrario a la 
anterior solución, en ésta se debe resolver la configuración de las diferentes 
articulaciones del robot para una posición y orientación del elemento terminal 
conocida. Para la solución de estos problemas, se utilizará un método sistemático 
para describir y representar la geometría espacial de los elementos de una cadena 
cinemática, los que presentan este método fueron Denavit y Hartenberg14. Este 
                                                          
14
Jacques Denavit y Richard Hartenberg propusieron en 1955 un método matricial que permite 
establecer de manera sistemática un sistema de coordenadas (  ) ligado a cada eslabón   de una 
cadena articulada, pudiéndose determinar a continuación las ecuaciones cinemáticas de la cadena 
completa. Según la representación  - , escogiendo adecuadamente los sistemas de coordenadas 
asociados para cada eslabón, será posible pasar de uno al siguiente mediante 4 transformaciones 
básicas que dependen exclusivamente de las características geométricas del eslabón. 
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método utiliza una matriz de transformación homogénea para describir la relación 
espacial entre dos elementos rígidos adyacentes, reduciendo el problema 
cinemático directo a encontrar una matriz de transformación homogénea de 4x4 
que relacione la localización espacial del extremo del robot con respecto al 
sistema de coordenadas de su base, es decir orientación y posición del elemento 
final. 
 
Es de anotar, que la cinemática del manipulador trata también de encontrar las 
relaciones entre las velocidades y las aceleraciones del movimiento de las 
articulaciones y las del extremo final. Esta relación viene dada por el modelo 
diferencial expresado mediante la matriz Jacobina para la velocidad y su derivada 
para la aceleración.  
 
 
3.1 ANÁLISIS CINEMÁTICO DIRECTO 
 
Dado que el robot Scorbot se puede considerar como una cadena cinemática 
formada por objetos rígidos o eslabones unidos entre sí mediante articulaciones, 
se puede establecer un sistema de referencia fijo situado en la base del robot 
(Figura 3.2) y describir la localización de cada uno de los eslabones con respecto 
a dicho sistema de referencia. De esta forma, el problema cinemático directo se 
reduce a encontrar una matriz homogénea de transformación   que relacione la 
posición y orientación del extremo del robot respecto del sistema de referencia fijo 
situado en la base de la nueva configuración. Esta matriz   será función de las 
coordenadas de nodo.   
 
Figura 3.2 Sistema de referencia de la nueva configuración 
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3.1.1 Representación de la orientación de los eslabones. Se puede definir un 
punto en el espacio mediante los datos de su posición (        )  sin embargo, 
para el caso de los eslabones, es necesario además tener su orientación con 
respecto a un sistema de referencia global. En el caso del manipulador Scorbot, 
no es suficiente con especificar cuál debe ser la posición de su extremo, sino 
también su orientación. Un caso típico podría ser que el robot tenga que hacer un 
cordón de soldadura sobre una superficie curva, no bastaría con especificar los 
puntos de la superficie para situar adecuadamente la herramienta al final del robot, 
sino también que es necesario conocer la orientación con que la herramienta va a 
realizar la operación. 
 
También se puede decir que la orientación en el espacio tridimensional viene dado 
por tres grados de libertad o tres componentes linealmente independientes. Para 
describir de manera sencilla la orientación de un objeto respecto a un sistema de 
referencia, es necesario asignar solidariamente al objeto un nuevo sistema y 
después estudiar la relación espacial existente entre estos dos sistemas. 
 
 
3.1.1.1 Matrices de Rotación. Si se tienen en el plano dos sistemas de referencia 
    y     con un origen en común  , siendo el sistema     el de referencia fija 
y el otro sistema     el móvil solidario al objeto o eslabón a analizar (Figura 3.3-
a). Los vectores unitarios de los ejes coordenados del sistema     son          
mientras que los del sistema      son        El vector   de ambos sistemas se 
representa de la forma: 
 
    ,      -
                                              (3.1) 
    ,      -
                                             (3.2) 
 
 
Figura 3.3 Orientación de un sistema     respecto a otro     en un plano. 
 
Fuente: BARRIENTOS, Antonio y colaboradores. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica 
de Madrid. Mc Graw Hill, 1997. 
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Ahora bien, utilizando una sencilla transformación se puede llegar a lo siguiente: 
 
[
  
  
]   [
  
  
] donde    [
        
        
]                                        (3.3) 
 
Se tiene la matriz de rotación, que define la orientación del sistema     con 
respecto al sistema    . Otro nombre conocido para este sistema es la matriz de 
cosenos directores, es una matriz ortogonal y       . 
 
Para dos dimensiones, la orientación viene definida por un único parámetro 
independiente, si se toma la posición relativa del sistema     girado un ángulo   
sobre el otro sistema    (Figura 3.3-b) al realizar los productos escalares, la 
forma de la matriz   será:  
 
  [
          
         
]                                                         (3.4) 
 
Si se tiene que    , los ejes coordenados de ambos sistemas coinciden, por lo 
que   es una matriz unitaria. Ahora se coloca en un espacio tridimensional los 
sistemas      y     , los cuales coinciden en el origen  . El sistema de 
referencia fijo es     , y      es el solidario al eslabón cuya orientación se 
requiere determinar (Figura 3.4-a). Los vectores unitarios del sistema      serán 
         mientras que para el sistema      serán         . El vector   del 
espacio puede ser referido a estos sistemas como se expresa en las Ec. (3.5) y 
(3.6): 
 
     ,         -
                                            (3.5) 
     ,          -
                                          (3.6) 
 
Ahora bien, una sencilla transformación se puede llegar a lo siguiente: 
 
[
  
  
  
]   [
  
  
  
] donde   [
            
    
    
    
    
    
    
]                   (3.7) 
 
Se tiene la matriz de rotación, que define la orientación del sistema      con 
respecto al sistema     . Al igual que en dos dimensiones, también recibe 
nombre de matriz de cosenos directores, es una matriz ortogonal y       .  
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Figura 3.4 Sistema de referencia      respecto a otro      
 
Fuente: BARRIENTOS, Antonio y colaboradores. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica 
de Madrid. Mc Graw Hill, 1997. 
 
En la (Figura 3.4-b) la orientación del sistema     , con un eje    coincidente 
con el eje   , vendrá representada por la matriz: 
 
 (   )  [
   
           
          
]                                                   (3.8) 
 
En la (Figura 3.5-a), la orientación del sistema      , con el eje    coincidente 
con el eje     vendrá representada mediante la matriz: 
 
 (   )  [
           
   
            
]                                       (3.9) 
 
En la (Figura 3.5-b), la orientación del sistema      , con el eje    coincidente 
con el eje     vendrá representada mediante la matriz: 
 
 (   )  [
           
          
   
]                                    (3.10) 
 
Las ecuaciones (3.8), (3.9) y (3.10) se denominan también “matrices básicas de 
rotación” de un sistema espacial de tres dimensiones.  
 
Estas matrices de rotación pueden componerse para expresar la realización 
continua de varias rotaciones. Ahora bien si al sistema      se le genera una 
rotación de ángulo   sobre  , consecutivamente una rotación de ángulo   sobre 
   y finalmente una rotación de ángulo   sobre  , podemos representar la 
rotación global como: 
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Figura 3.5 Rotación del sistema      con respecto a los ejes    y    
 
Fuente: BARRIENTOS, Antonio y colaboradores. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica 
de Madrid. Mc Graw Hill, 1997. 
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(3.11) 
 
Donde C  expresa cos  θ  y S  expresa sin  θ . 
 
Es importante tener en cuenta que el orden que se realizan las rotaciones, el 
producto no es conmutativo            , , , , , , R x α R y R z θ R z θ R y R x α . 
 
3.1.1.2 Matrices de Transformación Homogénea. Anteriormente se han 
estudiado los casos de la orientación de un sólido en el espacio, pero para el 
manipulador este método por sí solo no permite una representación conjunta de la 
posición y de la orientación (localización) para este caso se introduce ahora las 
denominadas coordenadas homogéneas. 
 
Para representar mediante las coordenadas homogéneas la localización de los 
eslabones en un espacio  -            se utiliza un sistema de coordenadas de 
un espacio (   )-           . Lo que quiere decir que un espacio de   
            se encuentra representado en coordenadas homogéneas por (  
 )-           , de tal forma que un vector  (     ) vendrá representado por 
 (          ), donde   tiene un valor arbitrario y representa un factor de 
escala. De esta forma, un vector           , donde  ,   y   son vectores 
unitarios de los ejes   ,    y    del sistema de referencia     , representado en 
coordenadas homogéneas mediante el vector columna: 
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  [
 
 
 
 
]  [
  
  
  
 
]  [
 
 
 
 
]                                         (3.12) 
 
Se define como matriz de transformación homogénea  a una matriz de 
dimensiones     que representan la trasformación de un vector de coordenadas 
homogéneas de un sistema de coordenadas a otro. 
 
  [
        
        
]  [
                  
                   
]                        (3.13) 
 
Se puede considerar que una matriz homogénea se haya compuesto por cuatro 
submatrices de distinto tamaño: Se tiene una submatriz      que corresponde a 
una matriz de rotación; otra submatriz      que corresponde al vector de 
traslación; una submatriz      que representa una trasformación de perspectiva y 
una submatriz      que representa un escalado global.  
 
Para el caso que es un análisis robótico solo se centrara en conocer los valores de 
     y     , considerándose las componentes de      nulas y la de      la 
unidad.  
 
  [
        
  
]  [
                  
  
]                     (3.14) 
 
Esta matriz de transformación homogénea se utiliza para representar los 
eslabones, la posición y orientación de un sistema girado y trasladado       con 
respecto a un sistema fijo de referencia     , que es lo mismo que representar 
una rotación y traslación realizada sobre otro sistema de referencia. 
 
3.1.1.3 Matrices de Traslación. Ahora bien, se supone que el sistema       
únicamente se encuentra trasladado un vector               con respecto al 
sistema      en el manipulador. La matriz   corresponderá a una matriz 
homogénea de traslación: 
 ( )  [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 
]                                              (3.15) 
 
Matriz básica de traslación.  
 
Si se tiene un vector cualquiera  , representado en el sistema       por      
tendrá como componentes del vector con respecto al sistema     . 
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[
  
 
  
 
  
 
 
]  [
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
 
] [
  
  
  
 
]  [
     
      
     
 
]                           (3.16) 
 
 
3.1.2 Solución del problema cinemático directo mediante matrices de 
transformación homogénea. Para manipuladores de muchos grados de libertad 
como es el caso del Scorbot, se plantea un método sistemático basado en la 
utilización de las matrices de transformación homogénea, en general un robot de n 
grados de libertad está formado por n eslabones unidos por n articulaciones, de 
forma que cada par articulación-eslabón constituye un grado de libertad para tener 
de este modo seis grados. A cada eslabón se le puede asociar un sistema de 
referencia individual a él y, utilizando las transformaciones homogéneas, es 
posible representar las rotaciones y traslaciones relativas entre los distintos 
eslabones que componen el robot. 
 
Normalmente, la matriz de transformación homogénea que representa la posición 
y orientación relativa entre los sistemas asociados a dos eslabones consecutivos 
del robot se suele denominar matriz   
   
i. Así pues,   
 
   describe la posición y 
orientación del sistema de referencia solidario al par prismático en el cual está 
apoyado el robot con respecto al sistema de referencia solidario a la base,   
 
  
describe la posición y orientación del segundo eslabón respecto del primero, etc. 
De este modo, se denomina   
 
  a las matrices resultantes del producto de las 
matrices   
   
i con   desde 1 hasta  , representando la de forma total o parcial la 
cadena cinemática que forma el robot. Así, por ejemplo, la posición y orientación 
del sistema solidario con el segundo eslabón del robot con respecto al sistema de 
coordenadas de la base se puede expresar mediante la matriz   
 
 . 
 
0 0 1
2 1 2A A A                                                              (3.17) 
 
De esta manera , la matriz   
 
  representa la localización del sistema del tercer 
eslabón: 
0 0 1 2
3 1 2 3A A A A                                                          (3.18) 
 
Si se tiene en cuenta todos los grados de libertad del robot, a la matriz   
 
  se le 
suele denominarla  . Para el caso del Scorbot con su nueva configuración de seis 
grados de libertad, se tiene que la posición y orientación del eslabón final vendrá 
dada por la matriz  : 
 
0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6T A A A A A A A                                            (3.19) 
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Además para describir la relación que existe entre dos eslabones consecutivos se 
puede hacer el uso de cualquier sistema de referencia ligado a cada elemento, la 
forma que se utiliza es la representación de Denavit-Hartenber (DH) los cuales 
propusieron 1955 un método matricial que permite establecer de manera 
sistemática un sistema de coordenadas *  + ligado a cada eslabón   de cada 
cadena articulada, pudiéndose así determinar a continuación las ecuaciones 
cinemáticas de la cadena completa. 
 
Ahora bien, escogiendo adecuadamente los sistemas de coordenadas asociados a 
cada eslabón, será posible pasar de uno al siguiente mediante 4 transformaciones 
básicas que dependen exclusivamente de las características geométricas de cada 
eslabón. Las transformaciones básicas consisten en una sucesión de rotaciones y 
traslaciones que permiten relacionar el sistema de referencia del elemento   con el 
sistema del elemento 1i  .  
 
Las transformaciones están garantizadas solo si los sistemas *    + y *  + han sido 
definidos de acuerdo con unos pasos determinados que se presentarán 
posteriormente.  
 
  1. Rotación alrededor del eje      un ángulo   . 
  2. Traslación a lo largo de      una distancia   , vector   (      ). 
  3. Traslación a lo largo de    una distancia   , vector   (      ). 
  4. Rotación alrededor del eje    un ángulo  . 
 
Teniendo en cuenta que el producto de las matrices no es conmutativo, las 
transformaciones se han de realizar en el orden indicado: 
 
       1 ,  0,0,  ,0,0  ,i i i i i iA T z T d T a T x 
 
                     
(3.20) 
 
Resolviendo el producto de matrices se tiene: 
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]                               (3.21) 
 
Existe también una nueva configuración para sistemas de coordenadas en los 
cuales no cumplen con los parámetros y los pasos para las 4 transformaciones 
68 
necesarias de un sistema coordenado a otro, esta nueva configuración es 
conocida con el nombre de “Matriz de Denavit-Hartenber Modificada”. 
 
Las transformaciones están garantizadas para los sistemas *  + y *    +. 
 
  1. Rotación alrededor del eje    un ángulo  . 
  2. Traslación a lo largo de    una distancia   , vector   (      ). 
  3. Rotación alrededor del eje      un ángulo   . 
  4. Traslación a lo largo de      una distancia   , vector   (      ). 
 
Teniendo en cuenta que el producto de las matrices no es conmutativo, las 
transformaciones se han de realizar en el orden indicado: 
 
       1 ,  ,0,0  ,  0,0,i i i i i iA T x T a T z T d 
   
                        
(3.22) 
 
Resolviendo el producto de matrices tenemos: 
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]                            (3.23) 
 
Se tiene también los parámetros de D-H del eslabón   que son              De este 
modo se puede identificar los parámetros y obtener las matrices   relacionando de 
este modo todos los eslabones del robot. 
 
 
3.1.3 Algoritmo de Denavit-Hartenberg para la obtención del modelo 
cinemático directo. Para la matriz   
   
  , definida anteriormente y relaciona los 
sistemas *  + y *    +, es necesario que los sistemas se hayan escogido de 
acuerdo con unas determinadas norma junto a la definición de los 4 parámetros de 
Denavit Hartenberg, conforman el siguiente algoritmo para la resolución de la 
cinemática directa: 
 
D-H 1. Primero se enumeran los eslabones comenzando en 1 (primer eslabón 
móvil de la cadena) y acabando con   (último eslabón móvildel robot    ). Se 
numera como eslabón 0 a la base fija del manipulador el riel donde está montado 
el Scorbot-ER Vplus. 
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D-H 2. Se enumera cada articulación comenzando por 1 (la correspondiente al 
primer grado de libertad) y acabando en    . 
 
D-H 3. Se localiza el eje de cada articulación. Si ésta es rotatoria, el eje será su 
propio eje de giro. Si es prismática, será el eje a lo largo del cual se produce el 
desplazamiento, solo se tiene un prismático que es el primer grado de libertad 
para el resto de grados son rotacionales.   
 
D-H 4. Para   de   a     (0 a 5) se sitúa el eje    sobre el eje de la articulación 
     
 
D-H 5. Se coloca el origen del sistema de la base *  + en cualquier punto del eje 
  . Los ejes    e    se sitúan de modo que forme un sistema dextrógiro con    . 
 
D-H 6. Para   de   a     (1 a 5), se coloca el sistema *  + (solidario al eslabón  ) 
en la intersección del eje    con la línea normal común a      y   . Si ambos ejes 
se cortan se situaría *  + en el punto de corte. Si fuesen paralelos *  + se situaría 
en la articulación    .  
 
D-H 7. Se coloca a     en la línea normal a       y    . 
 
D-H 8. Se sitúa a    de modo que forme un sistema dextrógiro con a    y    . 
 
D-H 9. Se coloca el sistema *  + para el caso del robot *  + en el extremo de modo 
que    (  ) coincida con la dirección de      y    sea normal a       y    . Para el 
caso del manipulador la dirección de    y     sea normal a     y    . 
 
D-H 10. Se obtiene    como el ángulo que hay que girar el entorno a      para que 
     y    queden paralelos.  
 
D-H 11. Se obtiene a    como la distancia, medida a lo largo de     , que habría 
que desplazar *    + para que    y      queden alineados. 
 
D-H 12. Se obtiene    como la distancia medida a lo largo de    (que ahora 
coincidirá con     ) que habría que desplazar el nuevo *    + para que su origen 
coincidiese con *  +. 
 
D-H 13. Se obtiene    como el ángulo que habría que girar en torno a    (que 
ahora coincidiría con     ) para que el nuevo *    + coincidiese totalmente con *  +  
 
D-H 14. Se obtienen las matrices de transformación   
   
  definidas en (3.23). 
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D-H 15. Se obtienen la matriz de transformación que relaciona el sistema de la 
base con el del extremo del robot 
0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6T A A A A A A      . 
 
D-H 16. La matriz   define la orientación (submatriz de orientación) y la posición 
(submatriz de traslación) del extremo referido a la base en función de las 6 
coordenadas articuladas. 
 
Figura 3.6a Parámetros D-H estándar convención Paúl, eslabón giratorio 
 
 
Figura 3.6b Parámetros D-H modificada convención Craig, eslabón giratorio 
 
Fuente: TORRES TORRITI, Miguel. Manipuladores robóticos Cinemática Directa y el procedimiento 
de Denavit-Hartenberg. Universidad Católica de Chile, Escuela de Ingeniería. May 2005. 
 
 
(  ,         ) son los 4 parámetros de D-H y dependen de las características 
geométricas de los eslabones del Scorbot-ER Vplus, pero en primer lugar se debe 
tener en cuenta que las articulaciones que lo unen dependen de la convención 
utilizada. De la (Figura 3.6a y 3.6b) se tiene que: 
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D-H Estándar (Paul15): 
En esta convención se fija el origen en      en la articulación   y    
representan la distancia del link   (entre      y    ). 
 
D-H Modificado (Craig16): 
En esta convención se fija el origen en      en la articulación     y    
representan la distancia del link   (entre    y     ). 
 
 
De este modo se tiene lo siguiente: 
 
     Es el ángulo que forman los ejes      y    medido de un plano 
perpendicular al eje     , utilizando la regla de la mano derecha. Se trata 
de un parámetro variable en articulaciones giratorias. 
 
     Es la distancia a lo largo del eje      desde el origen del sistema 
coordenadas (   )       hasta la intersección del eje      con el eje 
  . Se trata de un parámetro variable en articulaciones prismáticas. 
 
       Es la distancia a lo largo del eje    que va desde la intersección del eje 
     con el eje    hasta el origen del sistema        , en el caso de 
articulaciones giratorias. En el caso de articulaciones prismáticas, se 
calcula como la distancia más corta entre los ejes      y   . 
 
       Es el ángulo de separación del eje      y el eje    , medido en un plano 
perpendicular al eje   , utilizando la regla de la mano derecha.  
 
 
Obtenidos los parámetros D-H, el cálculo de las relaciones entre los eslabones 
consecutivos del robot es inmediato, ya que vienen dadas por las matrices  , que 
se calculan según la expresión general. Las relaciones entre los eslabones no 
consecutivos vienen dadas por las matrices   que se obtienen como producto de 
un conjunto de matrices  . 
 
 
 
                                                          
15
Richard Paul en su libro “Robot Manipulators Mathematics, Programming and Control” en el cual 
demostró el valor para el análisis cinemático de sistemas robóticos en 1981, aunque se han desarrollado 
muchos convenios para la fijación de marcos de referencias, la convención Denavit Hartenberg sigue 
siendo el enfoque estándar. 
 
16
John J. Craig, Introducción a la robótica: Mecánica y Control (3 ª Edición), modifica los parámetros DH, 
la diferencia entre los parámetros DH clásicos y los parámetros DH modificadas son las ubicaciones de 
los archivos adjuntos del sistema coordenadas para los enlaces. 
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 3.1.4 Resolución completa del problema cinemático directo para el robot 
SCORBOT-ER Vplus. Se localiza en primer lugar los sistemas de referencia de 
cada una de las articulaciones del robot ver (Figura 3.7). Consecutivamente se 
determinan los parámetros de Denavit Hartenberg convención Craig del robot, con 
los cuales se construye la Tabla 3.1. 
 
Figura 3.7Sistemas de referencia de cada una de las articulaciones del Robot 
Scorbot-ER Vplus en nueva configuración 
 
 
Tabla 3.1 Parámetros de D-H modificada para el Robot SCORBOT-ER Vplus 
 
   a   d 
0-1   ⁄          
1-2    ⁄    
  
 ⁄        
2-3   ⁄         
3-4           
4-5           
5-6   ⁄    
 
 ⁄        
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Ahora bien, se tiene el sistema de referencia de cada articulación en una posición 
arbitraria, es necesario llevar esta posición a la del Home17 del robot, para ello se 
tomaron fotografías en el laboratorio de manufactura del manipulador en su 
posición inicial visto lateralmente para visualizar los ángulos formados entre cada 
eslabón. Mediante el uso del software AutoCAD18, tomando como fondo las 
imágenes adquiridas se trazaron los ángulos correspondientes entre cada eslabón 
como se muestra en la (Figura 3.8). 
 
 
Figura 3.8 Medición de los ángulos para la posición Home del manipulador 
 
 
Obteniendo los ángulos de la (Tabla 3.2). 
 
Posterior mente se realiza el diagrama del manipulador para establecer los 
parámetros de Denavit Hartenberg para la posición home como se representa en 
la Figura 3.9, teniendo en cuenta los ángulos obtenidos de la Tabla 3.2. 
 
                                                          
17
El punto de reposo (home) es una posición de referencia conocida, desde la cual se calibran todas las 
mediciones de las coordenadas. En realidad todos los movimientos del robot, aún los de la garra o 
elemento terminal, y los demás dispositivos del sistema que operan en conjunto, son medidos desde un 
mismo origen desde su home. 
 
18
Autodesk AutoCAD® es, como lo indica su nombre, un software CAD utilizado para dibujo 2D y 
modelado 3D. Actualmente es desarrollado y comercializado por la empresa Autodesk. 
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Tabla 3.2 Posición inicial del manipulador 
Distancia 
inicial del riel 
Giro de la 
cintura 
Giro del 
hombro 
Giro del 
codo 
Giro de la 
muñeca 
Giro de la 
mano 
                 
0 mm 90º 108º -96º 33º 0º 
 
 
Figura 3.9 Sistemas de referencia del manipulador en la posición de su Home 
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Tabla 3.3 Parámetros D-H medidos desde el Home para el Robot SCORBOT-ER 
Vplus de la Figura 3.9 
 
   a   d 
0-1   ⁄          
1-2    ⁄    
  
 ⁄     
 
 ⁄     
2-3   ⁄  a       ⁄    
3-4                ⁄    
4-5                 ⁄    
5-6   ⁄    
 
 ⁄        
 
Se tiene la función de la matriz de Denavit Hartenberg modificada creada en 
Matlab19 que depende de los 4 parámetros: 
 
function A= MDHMod(alfa,a,theta,d) 
 
A=[    cos(theta)           -sin(theta)           0             a; 
cos(alfa)*sin(theta)  cos(alfa)*cos(theta)  -sin(alfa)   -d*sin(alfa); 
sin(alfa)*sin(theta)  sin(alfa)*cos(theta)   cos(alfa)    cos(alfa)*d; 
          0                     0                 0             1]; 
 
Con los parámetros de cada eslabón, se calculan las matrices  , sustituyendo en 
la expresión general         de la siguiente forma: 
 
    A01=MDHMod(Pi/2,0,0,-d); 
    A12=MDHMod(-Pi/2,0,-Pi/2+theta1+Pi/2,L1); 
    A23=MDHMod(Pi/2,a,theta2+108*Pi/180,0); 
    A34=MDHMod(0,L2,(theta3-theta2-96*Pi/180),0); 
    A45=MDHMod(0,L3,theta4-theta3+33*Pi/180,0); 
    A56=MDHMod(Pi/2,0,Pi/2+theta5,L4); 
 
 
Así pues, se puede calcular la matriz   que indica la localización del sistema final 
con respecto al sistema de referencia de la base del robot (3.19). 
 
0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6T A A A A A A                                              (3.24) 
 
Donde interpretando los datos se tiene que: 
 
                                                          
19
MATLAB® The Language of Technical Computing (“MATrix LABoratory") es un software matemático 
para todo tipo de operaciones que ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE) con un lenguaje de 
programación propio (lenguaje M). 
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[
 
 
 
(   ) (   ) (   ) (   )
(   ) (   ) (   ) (   )
(   )
(   )
(   )
(   )
(   ) (   )
(   ) (   )]
 
 
 
 [
  
  
  
 
  
   
  
 
  
  
  
 
  
  
  
 
]                        (3.25) 
 
De este modo, se tienen las ecuaciones para el punto el elemento terminal del 
robot Scorbot-ER Vplus: 
 
                     (   )    
 
                     (   )    
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                     (   )    
 
Como se puede observar, en estas ecuaciones queda reflejado el valor de la 
posición (        ) y orientación (     ) del elemento terminal del robot Scorbot-
ER Vplus en función de las coordenadas articuladas (                ). Teniendo 
en cuenta todo lo anterior acerca de la cinemática directa, se programa en Matlab: 
 
“Cine_Directa.m” Programación normal ver anexo A. 
 
“Cine_Directa_Posicion_XYZ.m” Programación para obtener las posiciones XYZ 
de la simulación H-I-T-H de la cual hablaremos más adelante ver anexo B. 
 
“Cine_Directa_ExportarDatos.m” Se exportan las orientaciones del elemento 
terminal en un archivo Excel (orientacion.xls) que luego se utilizaran en la 
programación de la cinemática inversa, se hablara esto más adelante ver anexo C. 
 
 
3.2 ANÁLISIS CINEMÁTICO INVERSO 
 
Ahora se tiene como objetivo el problema de la cinemática inversa para el robot 
Scorbot-ER Vplus, el cual consiste en encontrar los valores que deben adoptar las 
coordenadas articuladas del manipulador   ,                 -
  para que el 
extremo terminal se posicione y oriente según una determinada localización en el 
espacio. En este caso no ocurre lo mismo al utilizar las matrices de transformación 
homogénea como se presentó en la cinemática directa, por lo tanto el 
procedimiento de la obtención de las ecuaciones depende fuertemente de la 
configuración del Scorbot-ER Vplus. 
 
En cierta medida para resolver el problema cinemático inverso es más adecuado 
encontrar una solución cerrada. Esto es, encontrar una relación matemática 
explicita de la forma:  
 
     (           )                  (   )                       (3.26) 
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Al tener este tipo de soluciones se puede tener las siguientes ventajas: 
 
1. El problema cinemático inverso se resuelve en tiempo real, en el 
seguimiento de una determinada trayectoria. Si se tiene una solución de 
tipo iterativo no garantiza tener la solución. 
 
2.  Al contrario de la cinemática directa, para el problema de la cinemática 
inversa no se tendrá una única solución, existiendo diferentes ,        -
  
que posicionan y orientan el extremo del robot del mismo modo. Para 
estos casos la solución cerrada permite incluir restricciones que aseguran 
que la solución obtenida sea la más adecuada entre las posibles, o sea 
que se puede incluir los límites de recorridos de las articulaciones. 
 
A pesar de estas dificultades la mayor parte de los robots seriales poseen 
cinemáticas relativamente simples que facilitan en cierta medida la resolución de 
su problema cinemático inverso. Ahora bien, si se consideran solo los cuatro 
primeros grados de libertad correspondientes a la posición, exceptuando el primer 
grado de libertad que es la distancia del riel ( ), para estos tres grados de libertad 
se observa que tienen una estructura planar, quiere decir que estos tres elementos 
quedan contenidos en un plano. Este tipo de circunstancias facilitan la resolución 
del problema. Igualmente los dos últimos grados de libertad, que son los 
dedicados a la orientación de la herramienta, corresponden a giros sobre ejes que 
se cortan en un punto. Ahora bien, esto facilita el cálculo de los ,        -
  
correspondientes a la posición y orientación deseada. 
 
Existen tres métodos para la solución de la cinemática inversa: 
 
 Método geométrico: Permite obtener los valores de las primeras variables 
articuladas, que ayudan a posicionar el robot. Para ello se utilizan 
relaciones trigonométricas y geométricas sobre los elementos del robo, 
consecutivo a esto las variables articuladas de la orientación del extremo.  
 
 Se puede recurrir a manipular directamente las ecuaciones 
correspondientes al problema cinemático directo, analógicamente este 
establece la relación: 
[
  
  
  
 
  
   
  
 
  
  
  
 
  
  
  
 
]  ,   -                                 (3.27) 
 
Donde los elementos     son función de las coordenadas articuladas 
,        -
 , mediante cierta combinación de las ecuaciones planteadas se 
pueda despejar las   variables articulares    en función de las componentes 
de los vectores          y   . 
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 En última opción, si se considera un robot con capacidad de posicionar y 
orientar su extremo en el espacio, o sea robot de 6 GDL, el método de 
desacoplamiento cinemático permite, resolver los primeros grados de 
libertad, dedicados al posicionamiento, de manera consecutiva a la 
resolución de los últimos grados de libertad que son los dedicados a la 
orientación.  
 
La dirección del eje   del elemento terminal y la posición de la muñeca del 
manipulador (sistema de referencia 5 Figura 3.9), deben estar contenidas en el 
plano del brazo robótico, que es el plano vertical formado por el eje de la junta de 
1  y la posición de la muñeca. Por este motivo, el desacople cinemático si bien 
puede ser usado presenta restricciones con respecto a la orientación de   . 
 
 
3.2.1 Resolución del problema cinemático inverso a partir de las matrices de 
transformación homogénea. Es posible obtener el modelo cinemático inverso a 
partir del conocimiento de su modelo cinemático directo. Se tienen conocidas las 
relaciones que expresan el valor de la posición y orientación del extremo terminal 
del robot en función de las coordenadas articulares, manipulándolas se puede 
obtener las relaciones inversas teniendo en cuenta que el parámetro inicial del riel 
  es conocido. 
 
Puesto que el problema de la cinemática directa, contiene en el caso del robot de 
6 GDL, 12 ecuaciones, y se buscan solo 5 relaciones para cada articulación, se 
tendrá esencialmente dependencias entre las 12 expresiones de partida 
resultando de la condición ortogonal de los vectores     y   para los cuales la 
selección de las ecuaciones resultantes debe hacerse con sumo cuidado. 
 
El primer pasó a dar para resolver el problema, es la obtención de la matriz   que 
relaciona el sistema de referencia *  + asociado a la base, con el sistema asociado 
a su extremo *  +. 
 
La (Figura 3.9) representa la posición de partida para las cuales se tienen
1 2 3 4 5 0         , y la Tabla 3.3 la cual muestra los parámetros de Denavit 
Hartenberg modificado. En cierto modo es inmediato la obtención de las matrices 
  y  . 
0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6T A A A A A A                                                 (3.28) 
 
Ahora bien, teniendo la expresión   en función de las coordenadas articuladas 
(              ) además con   como variable conocida y una localización de 
destino para el extremo terminal del robot Scorbot-ER Vplus definida por los 
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vectores        y   se podrá interpretar directamente las ecuaciones resultantes 
de   con el fin de despejar (              ) en función de        y  . 
 
En resumidas cuentas se tienen todos los valores finales de la matriz homogénea 
del Scorbot-ER Vplus su orientación y posición del elemento terminal: 
 
      
0
6
0 0 0 1
x x x x
y y y y
z z z z
n o a P
n o a P
T
n o a P
 
 
 
 
 
                                                     
(3.29) 
 
Puesto que 
0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6T A A A A A A       
es adecuado utilizar: 
 
        
 
1
0 0 5
5 6 6T T A


                                                        (3.30)
 
   
1 1
1 0 0 2 3 4
2 1 5 3 4 5A A T A A A
 
    
                                   
(3.31) 
 
Se obtiene la igualdad de dos matrices de las cuales partiendo de cada uno de sus 
elementos se forman las ecuaciones para (              ) en función de 
            y sus parámetros geométricos                     . 
 
Se pueden comparar los elementos de las matrices en las posiciones (1,4) (2,4) y 
(3,4). 
 
Ecuación 1. 
         1 11 0 0 2 3 42 1 5 3 4 5   1,4    1,4A A T A A A     
                      
(3.32) 
Resolviendo: 
 
1 4 1 1 1 1 4 3 2
1
sin( ) sin( ) P sin( ) cos( ) P cos( ) sin
10
y y x xa L d a L L      
 
                
 
 
3 2 3 2 3 2 2 2
1 1 1 1
sin cos cos sin
30 10 30 10
L L a         
       
                    
         
 
 
Ecuación 2. 
         1 11 0 0 2 3 42 1 5 3 4 5   2,4    2,4A A T A A A     
                  
(3.33) 
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Resolviendo: 
 
1 4 1 1 4 1 1sin( ) sin( ) P cos( ) cos( ) P cos( ) 0x x y ya L a L d             
 
Ecuación 3. 
          1 11 0 0 2 3 42 1 5 3 4 5   3,4    3,4A A T A A A     
               
(3.34) 
Resolviendo: 
 
4 1 3 2 3 2 3 2
1 1 1
cos sin sin
10 30 10
z za L P L L L      
     
                
  


 
 
 
3 2 2 2
1 1
cos cos
30 10
L    
   
         
   
 
 
Es evidente que de la (Ecuación 2) se puede obtener a    en función de los otros 
parámetros que son conocidos, por lo tanto al despejarla se tiene que: 
 
4
1
4
atan
y y
x x
a L P d
a L P

    
  
                                        
(3.35) 
 
Se tiene definido   . Cabe mencionar que   es un parámetro conocido 
correspondiente al desplazamiento traslacional de la base deslizante, con valores 
entre el mínimo (0 mm) y el valor máximo permitido por el riel (1700 mm). El 
método aplicado es válido para cualquier posición del manipulador con orientación 
diferente a  6   0,  0,  1Z   , pues bajo esta última premisa el ángulo 1  no puede 
ser obtenido de forma inmediata y la redundancia20 generada por la adición del 
g.d.L. en la base deslizante no permite resolver el problema cinemático inverso a 
un conjunto cerrado y limitado de valores para las coordenadas nodales. 
 
Si se desea una orientación coincidente con el plano vertical, los valores    y    
de la expresión (3.35) serán nulos, generando una indeterminación y permitiendo 
que la coordenada de nodo tome cualquier valor. La posibilidad de dar valor a 
priori a alguna de las coordenadas de nodo puede servir como una solución al 
problema de redundancia planteado. 
 
                                                          
20
Los robots “REDUNDANTES” poseen un mayor número de grados de libertad a los estrictamente 
necesarios para posicionar y orientar en el espacio (6 grados). Dicha característica les permite alcanzar 
una posición y una orientación determinada con diferentes configuraciones articulares. Esta 
característica resulta de fundamental importancia cuando los entornos de trabajo contienen muchos 
obstáculos o son de muy difícil acceso. Lógicamente, dicha flexibilidad exige un peaje, pues la solución 
al problema cinemática inverso no es trivial, siendo éste de vital importancia en el cálculo de 
trayectorias. 
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Ahora bien, partiendo de las ecuaciones anteriores (Ecuaciones 3.32 y 3.34), se 
puede resolver para    y     en Matlab con la expresión “solve”, pero se debe 
tener en cuenta que esta expresión suma memorias de cálculo al programa; de 
este modo el cálculo es mucho más demorado y por eso se obtienen las 
expresiones simbólicamente para luego reemplazar los valores numéricamente 
como se presenta a continuación, haciéndolo mucho más rápido. Además el robot 
no se toma en la posición Home debido a que de esta forma se reducen las 
expresiones y se puede manejar más fácilmente las ecuaciones, por lo cual al 
finalizarse tendrá que llevar los ángulos obtenidos a dicha posición: 
 
Se tiene conocida la posición y orientación del elemento terminal del robot: 
 
0 0 0 1
x x x
y y y
z z z
n o a X
n o a Y
T
n o a Z
 
 
 
 
 
                                                   
(3.36) 
Por lo tanto: 
0 0 1 2 3 4 5
6 1 2 3 4 5 6T A A A A A A                                          
(3.37) 
 
1
0 0 5
5 6 6 T T A


                                             
(3.38) 
 
El punto en la muñeca del robot es: 
 
5 5 5 5 4
5 5 5 5 40
5
5 5 5 5 4
cos sin cos sin
cos sin cos sin
cos sin cos si
0 0 1
n
0
x x x x x x
y y y y
z zz
y y
z z z
o n a n o a L X
o n a n o a L Y
T
o n a n o a L Z
   
   
   
      
      
 
      
 
 
 
 
 
            
(3.39) 
 
Por lo que es posible determinar los puntos en la muñeca: 
 
4
4
4
m x
m y
m z
X a L X
Y a L Y
Z a L Z
  
  
 



                                                          
(3.40) 
 
Ecuación 4: 
     2 1 1 1 0 1 3 43 2 1 5 4 50( ) ( ) ( )  1,4 1,4A A A T A A                                 (3.41) 
 
 
 
2
2 2 1 2 2 3 3
2
2 2
sin sin cos cos cos
m
m
m m
mX Y d
Z L a X L L
X
        

 

   
       
(3.42) 
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  2 22 1 2 3 3 2sin ( ) cos a cosmm mZ L X Y d L L                        (3.43) 
 
Ecuación 5. 
 2 1 1 1 0 1 0 3 43 2 1 5 4 5( ) ( ) ( ) [2,4] ( )[2,4]A A A T A A                     (3.44) 
 
2
2 2 1 2 2 3
2
2 3
sin cos sin cos sin
m
m
m
m
m
X Y d
X L a Z L
X
      
 
            (3.45) 
    22 2 1 3 32sin a cos sinm m mX Y d Z L L                     (3.46)
 Haciendo: 
1mZ L B                                                        (3.47) 
    
 
22 Am mX Y d a                                               
(3.48) 
 
Se tiene que para las dos ecuaciones (3.43) y (3.46) 
 
Ecuación 4. 2 2 3 3 2 sin cos cosB A L L                                      (3.49) 
 Ecuación 5.  2 2 3 3sin cos sinA B L                                       (3.50) 
 
Elevando al cuadrado (3.49) y (3.50) y a continuación sumando se tiene: 
 
2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 3 3 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 3 3
2 2
in cos 2A sin cos cos 2 cos
 cos sin 2A sin cos sin
                                           
sB A B L L L L
B A B L
B A
     
    
     
    
    
    
  



2 2
3 2 2 3 3                  2 cos L L L L             
(3.51) 
 
2 2 2 2
3 2
3
2 3
cos
2
B A L L
L L

  
 
 
 
     
2 2 22 2 2 2 2
1 3 2
2 3
2
2
m m m m mZ L X Y d a a X Y d L L
L L
         

               
(3.52) 
 
Si se sabe que: 
2
3 3sin 1 cos      ,  
3
3
3
sin( )
tan
cos( )



                             (3.53) 
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De la tangente se puede obtener dos soluciones: 
 
2
3
3
3
1 cos
atan
cos



 
 
 
 
                                          (3.54) 
 
     
     
2
2 2 22 2 2 2 2
1 3 2
2 3
3
2 2 22 2 2 2 2
1 3 2
2 3
2
1
2
atan
2
2
m m m m m
m m m m m
Z L X Y d a a X Y d L L
L L
Z L X Y d a a X Y d L L
L L

 
           
  
   
  
          
 
 
 
 
(3.55) 
 
Dividiendo (3.49) y (3.50) 
3 3 22 2
2 2 3 3
cos sin cos
sin cos sin
L LB A
A B L
 
  
   

    
                             (3.56) 
 
Todo dividido entre (     ) 
3 3 22
2 3 3
cos tan
tan sin
L LB A
A B L

 
  

   
                                  (3.57) 
 
     2 3 3 3 3 2 2 tan sin cos tanB A L L L A B                                   (3.58) 
 
3 3 2 3 3 3 2 3 2 2 3 3 3sin tan sin tan cos tan cosBL AL AL AL BL BL                     
(3.59) 
 
2 3 3 3 3 2 3 3 2 3 3tan ( sin cos )  cos sinBL AL AL BL BL AL                       (3.60) 
3 3 2 3 3
2
3 3 2 3 3
cos sin
tan
cos sin
BL BL AL
AL AL BL
 

 
 

 
 

                            (3.61) 
 
 
 3 3 2 3 32 3 3 2
3 3 2 3 3
cos sin
tan  cos
( cos ) sin
B L L AL
A L L
A L L BL
 
 
 
  
 
 


 
 
 
             (3.62) 
 
3 3
3 3 2
2
3 3
3 3 2
sin
  
cos
tan
sin
1   
cos
LB
A L L
LB
A L L





  
  
   
 
  



 

                                    (3.63) 
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Se sabe que: 
 
tan tan
tan
1 tan tan
a b
a b
a b

 
 
                                     (3.64) 
Ahora para (3.69) se tiene que: 
 
3 3
3 3 2
sin
tan     ,   tan
cos
LB
a b
A L L


 



                               (3.65) 
Se tiene: 
  3 32
3 3 2
sin
tan tan tan atan atan
cos
LB
a b
A L L



   
      
   


              (3.66) 
Resolviendo para(  ) 
3 3
2
3 3 2
sin
atan atan
cos
LB
A L L



  
    
   
                              (3.67) 
 
1 3 3
2
22
3 3 2
sin
atan atan
cosa
m
m m
Z L L
L LX Y d



 
       

 
   
                 (3.68) 
 
Los ángulos obtenidos     y    no están en la posición Home del robot por lo tanto 
se ajustan a la posición: 
2 2
3
5
robot

  
                                              
(3.69) 
3 3 2
8
15
robot

    
                                          
(3.70) 
 
Se tendrán por tanto, dos posibles soluciones de configuración debido a dos 
valores encontrados para    y otros dos valores de   , lo que significan que se 
tendrá una configuración en el robot de “codo arriba” o “codo abajo” (Figura 3.10), 
como valores articulares se tomen, así que la determinación de la mejor solución 
deberá darse por el índice de desempeño de cada configuración. Los criterios de 
desempeño utilizados corresponden con aquellos que miden la distancia a las 
singularidades, con evaluación simultánea del coste computacional, dada la 
necesidad de implementación del algoritmo en tiempo real.  
 
En la siguiente sección, se consideran algunos tipos de índices de desempeños 
que pueden usarse para determinar la cercanía a estados de singularidad. 
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Figura 3.10 Configuración del robot codo-arriba, y codo-abajo 
 
Fuente: BARRIENTOS, Antonio y colaboradores. Fundamentos de Robótica. Universidad Politécnica 
de Madrid. Mc Graw Hill, 1997. 
 
A continuación se resuelven los ángulos    y    para la solución de la cinemática 
inversa en la posición Home. 
 
Ahora bien, ya las matrices de transformación homogénea 
0 1 2 3
1 2 3 4,  ,  ,  A A A A son 
conocidas con los parámetros de Denavit Hartenberg modificado y también la 
matriz 
0
6T , por lo tanto: 
 
    10 5 0 1 2 3 46 6 1 2 3 4 5[1,2] [1,2]T A A A A A A                           (3.71) 
 
Por lo que se tiene: 
 
 
1 4 2 3 4 2 3
1 4 2 3 4 2 3
cos( ) sin( ) sin( ) sin( ) sin( ) cos( ) cos( )
cos( ) cos( ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( )
ax       
      
       
      
     (3.72) 
 
Resolviendo para    y teniendo en cuenta que los otros valores son conocidos: 
 

 
 
4 2 3 2 3
1
2 2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 2 3
2 2 2 2 2
1 3 2 2 3 2 3 3 2
1
atan cos sin  sin cos
cos 
cos sin 2 cos sin sin cos sin cos 1
cos  sin cos 2 cos cos sin sin 2 sin cos
x x
x
a a
a
    

       
        

      

          
          

(3.73) 
 
Por ultimo 5 : 
     0 1 2 3 4 51 20 6 63 4 53,2 3,2A A A A A AT                            (3.74) 
Por lo que se tiene: 
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           
           
4 2 3 4 2 3
4 2 3 4 2 3 5
cos sin cos cos cos sin
sin sin sin sin cos cos cos( )
zo      
      
       
     
            
(3.75) 
 
Resolviendo para    y teniendo en cuenta que los otros valores son conocidos: 
   5 4 2 3 2 3 4 2 3 2 3
acos
cos sin cos cos sin sin sin sin cos cos
zo 
         
 
   
      
(3.76) 
 
Las expresiones (3.35), (3.69), (3.70), (3.73) y (3.76) corresponden a la solucion 
del problema cinematico inverso del Scorbot-ER Vplus. Teniendo en cuenta todo 
lo anterior acerca de la cinemática inversa: 
 
“Cine_Inversa.m” Programación normal obteniendo los resultados en Excel ver 
anexo D. 
 
“Cine_Inversa_Posicion_Motores.m” Análisis de los resultados analíticos y 
simulados para las posiciones ver anexo E. 
 
 
3.2.2 Índices De Desempeño. Son usados en los procesos de síntesis cinemática 
y dinámica (determinación de parámetros geométricos e inerciales) como parte del 
diseño. Dentro de los principales índices se tienen aquellos que evalúan el 
desempeño cinetostático y que permiten evaluar la capacidad de transformar las 
velocidades y fuerzas de los actuadores de cada nodo, en velocidades y fuerzas 
del elemento terminal. El desempeño que se puede obtener es una cantidad 
escalar que permite evaluar el funcionamiento del robot a partir de un criterio 
definido. En la planificación de movimientos un índice de desempeño ayuda a 
optimizar el funcionamiento del Scorbot (en este caso se habla de índices 
dependientes de la postura). Los índices de desempeño están definidos en función 
de la matriz Jacobiana del manipulador.  
 
Se presentan a continuación sobre índices de desempeño cinetostático, dinámico, 
limites articulares, definidos el espacio de trabajo. 
 
3.2.2.1 Índices de Desempeño Cinetostático. Permite evaluar la capacidad del 
manipulador para transformar las velocidades o fuerzas en los actuadores, en 
velocidades o fuerzas en el actuador final. Los índices mostrados en esta sección 
son dependientes de la postura y pueden ser utilizados en la planificación de 
trayectorias de tal manera que el Scorbot acoja configuraciones en las cuales su 
capacidad para generar velocidades y fuerzas, sea optimizada21. 
 
                                                          
21
MORENO A., Héctor, et al. Índices de Desempeño de Robots Manipuladores una revisión del Estado 
del Arte. 
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 Índices de Desempeño Elipsoide de Velocidad. 
 Índices de Desempeño Número de Condición. 
 Índices de Desempeño Manipulabilidad. 
 Índices de Desempeño Mínimo Valor Singular. 
 Índices de Desempeño índice de Compatibilidad. 
 
3.2.2.2 índices de Desempeño Dinámico. Cuando un robot manipulador se 
encuentra en movimiento está sujeto a fuerzas no lineales como lo son: las 
fuerzas inerciales, fuerzas centrífugas y de coriolis, y las fuerzas de la gravedad. 
 
 Índice Matriz de Inercia Generalizada del Manipulador. 
 Índice Manipulabilidad Dinámica. 
 Índice Maximización del Volumen y Uniformidad del Híper paralelepípedo 
de Aceleración. 
 Índice de Condicionamiento Dinámico. 
 Índices para Manipuladores de 2 grados de libertad. 
 
3.2.2.3 índices de los Límites Articulares. Durante la ejecución de una tarea, es 
importante que ninguna de las articulaciones del manipulador alcance alguno de 
sus límites.  
 
 Índice del Límite de la Articulación. 
 Índice de Disponibilidad de Movilidad Articular. 
 Índice de Evitación de Límites Articulares. 
 Índice Cercanía al valor medio del rango de movimiento de las 
Articulaciones. 
 Índice de Global de los Límites de las Articulaciones. 
 
3.2.2.4 índices de Desempeño Definidos sobre el Espacio de Trabajo. Una de 
las características más importantes de un robot manipulador tiene que ver con el 
volumen de su espacio de trabajo. 
 
 Índice Tipos de espacios de trabajo. 
 Índice Global de Condicionamiento (GCI). 
 Índice Global de Manipulabilidad (GMI). 
 Índice de Condicionamiento Cinemático y Manipulabilidad Global. 
 Índice Radio de aceleración. 
 Índice Global de Nivel y Distribución. 
 
Como se puede observar la robótica es un campo de estudio demasiado grande y 
complejo, esto se ve enfocado en todos y cada uno de estos índices de 
desempeño antes vistos los cuales pueden ser utilizados para el diseño, análisis y 
construcción de un manipulador en específico. Para este proyecto en concreto no 
se estudia a fondo los índices de desempeño en el robot Scorbot-ER Vplus pero si 
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se presenta la metodología de solución para algunos, los cuales pueden ser 
utilizados en futuros estudios y análisis de este manipulador. 
 
3.2.3 Índice de Desempeño Número de Condición. El índice de desempeño 
cinetostático (Desempeño Numero de condición) el cual permite evaluar la 
capacidad del manipulador para transformar las velocidades o fuerzas en los 
actuadores, en velocidades o fuerzas en el actuador final. Este índice fue 
propuesto en (Salisbury, 1982) para el diseño de los dedos de una mano robótica. 
El número de condición   de una matriz Jacobiana   está definido de la siguiente 
manera: 
 
1( )K J J J  
                                                                 
(3.77) 
 
Donde se dice que‖ ‖ es la norma de la matriz. Esta norma puede ser cualquiera, 
como la norma de Frobenius22. 
2
1 1
m n
ijF i j
J J
 
  
                                            
(3.78) 
 
Donde 
ijJ  representa el elemento de la  -ésima fila y  -ésima columna de la matriz 
J . Por otro lado, el número de condición puede ser calculado en función de los 
valores singulares de la matriz Jacobiana, M
m
K


  donde M  es el máximo valor 
singular y m  es el mínimo valor singular. 
 
El número de condición de la matriz expresa la sensibilidad de la solución de un 
sistema matricial a los errores en los datos conocidos y/o de la matriz misma. 
Cuando el número de condición alcanza su mínimo valor (la unidad), se dice que 
la matriz Jacobiana es isotrópica. En este caso el elipsoide de velocidad ver 
(Figura 3.11) se vuelve una esfera. Por otra parte, el número de condición se 
vuelve infinito si la matriz Jacobiana es singular. 
 
Para manipuladores que tienen múltiples soluciones del modelo cinemático 
inverso de posición, como lo es en un redundante, el número de condición puede 
ser utilizado para elegir el mejor modo de trabajo del manipulador (Chablat, 
1998b), (Chablat, 2002). 
 
 
 
 
 
                                                          
22
La norma de Frobenius, a veces también llamada la norma euclidiana (que puede causar confusión 
con el vector norma que también a veces se conoce como la norma euclidiana), es la norma de la matriz 
   , matriz   definida como la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados absoluta de sus elementos. 
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Figura 3.11 Elipsoide de manipulabilidad 
 
Fuente: Índices de Desempeño de Robots Manipuladores una revisión del Estado del Arte 
 
3.2.4 Singularidad. Un robot manipulador presenta una configuración singular 
cuando el Jacobiano posee líneas que son linealmente dependientes. Se llama 
“Singularidad limite” cuando el manipulador está completamente distendido o 
retraído. Se llama “Singularidad interna” cuando ocurre el alineamiento de dos o 
más ejes de los sistemas de coordenadas, tornando las líneas del Jacobiano 
linealmente dependientes. Este tipo de singularidad puede ocurrir en cualquier 
posición del actuador final. 
 
Es importante conocer las configuraciones singulares del robot por las siguientes 
razones: 
 
 Causa pérdida de movilidad del robot. 
 Cuando el robot está en una configuración singular, pueden existir infinitas 
soluciones para la cinemática inversa. 
 Cuando el manipulador se aproxima a una configuración singular, una 
pequeña velocidad del actuador final provoca grandes velocidades en el 
accionamiento del robot. 
 
 
3.3 MATRIZ JACOBIANA 
 
Analizado anteriormente el posicionamiento, ahora se obtendrá las velocidades 
que deben tener cada una de las articulaciones mediante sus servomotores para 
conseguir por ejemplo, que el extremo terminal del robot Scorbot-ER Vplus 
desarrolle una trayectoria temporal específica, en una dirección a una velocidad 
constante. Por eso es importante y de gran utilidad disponer de la relación que 
existe entre las velocidades de las coordenadas de nodo y la posición con la 
orientación del extremo terminal del robot, esta relación se obtiene de la matriz 
Jacobiana, y ésta a su vez tiene dos soluciones (Figura 3.12).  
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Figura 3.12 Matriz Jacobiana directa e inversa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ahora bien, si se estudia la matriz Jacobiana permitirá conocer las velocidades del 
extremó del Scorbot a partir de las velocidades de cada articulación. En cambio, la 
matriz Jacobiana Inversa permitirá conocer las velocidades de cada articulación 
necesarias para poder obtener unas velocidades determinadas en el extremo del 
robot. Para el estudio se dispone de la matriz Jacobiana Directa. 
 
3.3.1 Jacobiana. Se obtiene para relacionar las velocidades articulares y las 
velocidades del extremo del robot analíticamente. Ahora bien, se parte de las 
ecuaciones ya estudiadas del modelo cinemático directo, de (3.24) se tiene que 
0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6T A A A A A A       
donde se concluye anteriormente que el elemento 
terminal está en función de sus coordenadas de nodo: 
 
   1 2 3 4 5 61,4 , , , , ,x xP T f q q q q q q                                 (3.79) 
   1 2 3 4 5 62,4 , , , , ,y yP T f q q q q q q                                 (3.80) 
   1 2 3 4 5 63,4 , , , , ,zzP T f q q q q q q                                 (3.81) 
 
Derivando las expresiones anteriores respecto al tiempo para obtener las 
velocidades lineales, por lo tanto se obtiene las siguientes dos matrices: 
 
 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  nodoC q q q q q q                                         (3.82) 
;  ;  
X
x y z Y
Z
P
r P P P P
P
 
      
 
 
                                            (3.83) 
 
Se deriva cada punto (          ) por cada una de las coordenadas de nodo 
 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  q q q q q q . 
6 6 6
1 1 1
                     
yx z
i i i
i i i
ff f
x q y q z q
q q q
 
  
  
  
                       
(3.84) 
 
Velocidad de las 
articulaciones 
(𝑞 ̇ 𝑞 ̇   𝑞?̇?) 
Jacobiana Directa 
Jacobiana Inversa 
Velocidad del extremo 
del Scorbot 
(?̇? ?̇? ?̇? ?̇? ?̇? ?̇?) 
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Para esta parte se utiliza la función (interna ó propia) de Matlab “jacobian” para 
obtener la Jacobiana Directamente. 
  1 2 3 4 5 6, , , , , ,vJ jacobian r q q q q q q                             (3.85) 
 
De este modo se obtiene la matriz Jacobiana para velocidades lineales. 
 
1
2
3
4
5
6
v
q
q
X
q
Y J
q
Z
q
q
 
 
  
  
    
  
   
 
    
Con 
1
1
6
6
61
x x
v
y y
z z
f f
q q
f f
J
q q
f f
q q
  
  
 
  
  
  
  
 
  
                      (3.86) 
 
La Jacobiana dependerá de los valores instantáneos de las coordenadas 
articulares, este valor de la Jacobiana será diferente en cada uno de los puntos del 
espacio. 
 
Obtener la submatriz de rotación de la matriz de transformación homogénea: 
 
   1:3,1:3R T
                                                 
(3.87) 
Se obtiene  ̇: 
                        
     
     
2 2 3 3
4 4 5 5 6 6
1 1, ;     , ;    , ;
, ;    , ;    , ;
Rp diff R q Rp diff R q Rp diff R q
Rp diff R q Rp diff R q Rp diff R q
  
  
               (3.88) 
 
Donde diff es una función de Matlab para el cálculo de la derivada de la función  ̇ 
con respecto a 
iq   
 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6dR Rp q Rp q Rp q Rp q Rp q Rp q                         (3.89) 
  
     
              ;
 3,2 ;    1,3 ;    2,1 ;
Anti
x Anti y Anti z Anti
dR inv R
     
 
  
                 (3.90) 
 
De donde se obtiene que: 
;  ;  
X
x y z Y
Z
rr

   

 
      
 
 
                                      (3.91) 
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Se deriva cada posición angular (        ) por cada una de las coordenadas de 
nodo  1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  q q q q q q . 
6 6 6
1 1 1
                      
yx z
X i Y i Z i
i i i
ff f
q q q
q q q
 
  
 
  
  
  
              
(3.92) 
 
 1 2 3 4 5 6( , ,  ,  ,  ,  ,  J jacobian rr q q q q q q                               (3.93) 
 
De este modo se obtiene la matriz Jacobiana para velocidades lineales. 
 
1
2
3
4
5
6
x
y
z
q
q
q
J
q
q
q




 
 
  
       
     
 
    
Con   
6
6
6
1
1
1
y y
z z
x xf f
q q
f f
J
q q
f f
q q

 
 
 
  
  
 
  
  
  
  
 
                          
(3.94) 
 
La matriz Jacobiana completa se obtiene como   ;vJ J J  por lo tanto se tiene la 
expresión: 
1
2
3
4
5
6
V
x
y
z
qX
qY
q JVZ
J q
q J
q
q



   
   
   
      
         
      
   
   
     
   Con    
6
6
6
6
1 2
1 2
1 2
1 2
1
1 2 6
2 6
y y y
z z z
y y y
z z
x x x
xx x
z
f f f
q q q
f f f
q q q
f f f
q q q
J
ff f
qq q
f f f
q q q
f f f
q q q
 
  
  
   
   
 
    
 
   
   
 
   
  
 
  
   
 
   
 
   
            
(3.95) 
 
Se puede obtener la Jacobiana teniendo los puntos articulados instantáneos 
,                    - y si se complementa con las velocidades de las 
articulaciones , ̇   ̇   ̇   ̇   ̇   ̇ - se puede obtener la velocidad del extremo 
del Scorbot-ER Vplus   ̇  ̇  ̇  ̇   ̇   ̇ .  
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“Jacobiana.m” Programación para la obtención de la Jacobiana ver anexo F. 
 
Por último se obtiene la derivada de la matriz Jacobiana que relaciona las 
aceleraciones articulares y las aceleraciones del extremo del robot analíticamente. 
Ahora bien, se parte de la ecuación (3.93) que al ser derivarla parcialmente se 
tiene: 
 
                     v a v a vV J q V J q J q A J q J q                    
(3.96) 
 
Donde  ̈ son las aceleraciones de las articulaciones. La derivada de la Jacobiana 
  ̇ se obtiene de la siguiente forma, en primer lugar se evalúan las velocidades de 
las articulaciones y en segundo lugar derivándola parcialmente respecto a las 
coordenadas de nodo, de este modo se tiene: 
     vv a
J
J f q J q
q

   

                                       (3.97) 
 v
a
J q
J
q
 


                                                (3.98) 
Por lo cual se posee una matriz de velocidad  v vT J q  . De donde se concluye 
anteriormente que el elemento terminal está en función de sus coordenadas de 
nodo (                 ) 
 
   1 2 3 4 5 61,1 , , , , ,x v xV T f q q q q q q                                  (3.99) 
   1 2 3 4 5 62,1 , , , , ,y v yV T f q q q q q q                                (3.100) 
   1 2 3 4 5 63,1 , , , , ,z v zV T f q q q q q q                                 (3.101) 
 
Derivando las expresiones anteriores respecto al tiempo, se obtiene las 
aceleraciones lineales: 
; ;
X
x y z Y
Z
V
rr V V V V
V
 
      
 
                                         
(3.102) 
 
Se deriva cada punto (        ) por cada una de las coordenadas de nodo 
(                 ) con lo que se obtiene: 
 
  1 2 3 4 5 6, , , , , ,aJ jacobian rr q q q q q q                            (3.103) 
 
De este modo se obtiene la matriz Jacobiana derivada para las aceleraciones 
lineales. 
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1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
a V
q q
q q
X
q q
Y J J
q q
Z
q q
q q
   
   
    
    
       
    
     
   
                                               
(3.104) 
 
La derivada de la Jacobiana dependerá de los valores instantáneos de las 
velocidades y aceleraciones articulares, este valor de la Jacobiana será diferente 
en cada uno de los puntos del espacio. 
 
“Jacobiana_Velocidad_XYZ.m” Programación para la obtención de la velocidad del 
elemento terminal ver anexo G. 
“Jacobiana_Aceleración_XYZ.m” ” Programación para la obtención de la 
aceleración.del elemento terminal ver anexo H. 
 
3.3.2 Jacobiana Inversa. En esta parte se obtiene la relación inversa de la 
Jacobiana que permitirá calcular las velocidades de las articulaciones partiendo de 
las velocidades del extremó del Scorbot-ER Vplus. En el numeral anterior se tiene 
conocida la relación directa, dada por la matriz Jacobiana (3.93), de la cual se 
obtiene la relación inversa invirtiendo simbólicamente la matriz: 
 
Para el caso en el que el robot presente redundancia existirán grados de libertad 
articulados que serán innecesarios, lo que quiere decir que no será necesario 
articular para lograr la nueva posición y velocidad del extremo del Scorbot. Por eso 
algunas veces la correspondiente velocidad articular es tomada como cero o por lo 
contrario un valor constante. 
1
2
1
3 1
4
5
6
V
x
y
z
q X
q Y
q J VZ
J q
q J
q
q
 




  
  
  
      
         
    
  
  
      
  Con   
6
6
6
6
1
1 2
1 2
1 21
6
1 2
6
1 2
1 2
y y y
z z z
y y
x x x
x
y
z
x x
z z
f f f
q q q
f f f
q q q
f f f
q q q
J
ff f
qq q
f f f
q q q
f f f
q q q
 
  
  


   
   
 
    
 
   
   
 
   
  
 
  
   
 
   
 
   
    
(3.105) 
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4.  ANÁLISIS DINÁMICO 
 
 
En este capítulo se estudia el modelo dinámico, el cual se ocupa de la relación 
existe entre las fuerzas que actúan sobre un cuerpo, por ejemplo en un eslabón 
del manipulador Scorbot-ER Vplus y el movimiento que en él se origina como 
resultado de la misma (Figura 4.1). Por lo tanto, el modelo dinámico tiene por 
objetivo conocer la relación existente entre el movimiento del robot y las fuerzas 
aplicadas en sus diferentes coordenadas de nodo. 
 
Figura 4.1 Scorbot-ER Vplus sometido a fuerzas 
 
Flechas de color rojas: Fuerzas en los pares articulados. 
Flecha Azul: Fuerza debida a la carga en el elemento terminal. 
 
El estudio y la obtención de un modelo dinámico para manipuladores de uno o dos 
grados de libertad no resultan de un análisis complejo, pero a medida que la 
disposición de número de grados de libertad en el robot aumenta, el planteamiento 
y obtención del modelo dinámico del Scorbot-ER Vplus se complica enormemente. 
Por este motivo, en el manipulador, no siempre es posible obtener un modelo 
dinámico expresado de una forma cerrada, lo que quiere decir, mediante una serie 
de ecuaciones. Normalmente éstas son diferenciales de segundo orden, permite 
con la integración conocer qué movimiento surge al aplicar unas determinadas 
fuerzas o qué fuerzas hay que ejercer para obtener un movimiento determinado23. 
Ahora bien de todo lo anterior se puede concluir que el modelo dinámico debe ser 
entonces resuelto para el Scorbot de manera iterativa mediante la utilización de un 
                                                          
23
Instituto Tecnológico De Mazatlán. Programa De Estudio Ingeniería Electrónica. Robótica. 
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procedimiento numérico, además como se ha realizado anteriormente para la 
cinemática se apoyará de un software para comparar estos datos con los 
simulados. 
 
Uno de los aspectos más complejos del manipulador, es el problema de la 
obtención del modelo dinámico, sin embargo, este modelo es imprescindible para 
implementar tareas como la simulación del movimiento del robot, el diseño y la 
evaluación de la estructura mecánica del robot, el dimensionamiento y la elección 
de los actuadores, finalmente el diseño y la evaluación del control dinámico del 
robot24.  
 
Ahora bien, la obtención del modelo dinámico del manipulador, se basa 
fundamentalmente en el planteamiento del equilibrio de fuerzas establecido en la 
segunda ley de Newton, o su equivalente para movimientos de rotación, la 
denominada ley de Euler. De este modo, el planteamiento de equilibrio de fuerzas 
y pares que intervienen sobre el Scorbot-ER Vplus se obtienen los denominados 
modelos dinámicos directo e inverso, de donde se pueden considerar 
fundamentalmente los siguientes problemas ver (Figura 4.2): 
 
 Modelo dinámico directo: Dado los pares o fuerzas generalizadas aplicadas 
a cada articulación calcular las aceleraciones de los elementos. Una vez 
obtenida las aceleraciones, se integran para obtener velocidades y 
coordenadas generalizadas. 
 
 Modelo dinámico inverso: Dadas las coordenadas generalizadas y sus dos 
derivadas, calcular los pares generalizados. 
 
Figura 4.2 Flujo de información en la dinámica directa e inversa 
 
Fuente: MEJÍA, Luz Adriana. Notas de clase curso Mecánica de Robots. UTP 
 
                                                          
24
MEDRANO, Cesar; OCHOA Manuel y VELA Joaquín. Matematrix 2. Vive el futuro EXPOTIC 2013. II 
Feria Internacional de Tecnología, Informática y Comunicación 
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Habría que decir también que el planteamiento del equilibrio de fuerzas en un 
robot real como es el Scorbot, anteriormente constituido de       y ahora en una 
nueva configuración de 6 gdl, es bastante complejo y debe tenerse en cuenta que, 
junto con las fuerzas de inercia y de gravedad, también presentan fuerzas de 
Coriolis debidas al movimiento relativo existente entre los distintos elementos o 
eslabones, así como fuerzas centrípetas que dependen de la configuración 
instantánea del manipulador.  
 
Tras esta situación, se plantea como alternativa la obtención del modelo dinámico 
en formulación Lagrangiana, fundamentada en consideraciones energéticas. No 
cabe duda que este planteamiento sea más sistemático y más elegante desde el 
punto de vista matemático y, por lo tanto, facilita enormemente la formulación de 
un modelo tan complejo como lo es para el robot. Cabe señalar que, el costo 
computacional de la formulación Lagrangiana es muy superior a la formulación 
Newtoniana, tal y como se ilustra en la Tabla 4.1. 
 
 
Tabla 4.1 Comparación del coste computacional asociado a las formulaciones 
Lagrangiana y Newtoniana 
 
 
Fuente: Matemática y Robótica. Sctm05 Sociedad, Ciencia, Tecnología y Matemáticas 
2005, Departamento de Física Fundamental y Experimental, Electrónica y 
Sistemas, Universidad de la Laguna 
 
Es necesario recalcar el gran costo computacional de la formulación de Lagrange-
Euler lo que hace que para el robot Scorbot-ER Vplus sea un caso impráctico. 
Ahora bien, la dinámica del robot debe ser resuelta en un tiempo razonablemente 
corto, por lo cual es válido plantear la formulación de Newton-Euler. 
 
Mirándolo la ecuación que establece el modelo dinámico inverso del robot, dando 
los pares y fuerzas que deben proporcionar los actuadores para que las variables 
articulares sigan una determinada trayectoria  q t es la siguiente: 
 
   , ( ) vD q q H q q C q F q                                        (4.1) 
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Donde se debe saber que  D q
 
es la matriz de inercias,  ,H q q
 
es la matriz que 
da cuenta de las aceleraciones centrifuga y de coriolis, ( )C q  es la matriz de 
gravedad, y 
vF  es la matriz de rozamiento viscoso entre los pares. 
 
Pero si se considera cuidadosamente se trata de una expresión no lineal, por lo 
que no es trivial obtener a partir de ella el modelo dinámico directo que 
proporciona la trayectoria seguida como consecuencia de la aplicación de unos 
pares determinados  . 
 
Por último, es importante notar que un modelo dinámico completo para el 
manipulador debe incluir no solo la dinámica de sus elementos como son las 
barras o los eslabones sino también la propia de sus sistemas de transmisión, de 
los actuadores y sus equipos electrónicos de mando. Estos elementos incorporan 
al modelo nuevas inercias, rozamientos, etc. Aumentando aún más la complejidad 
de su cálculo25. Por eso es indispensable tomar todo los elementos que 
intervienen en el robot gracias a los subensambles presentes en el Ensamble total 
Home. Gracias a SolidWorks se toman las inercias de todos y cada uno de los 
elementos presentes, los cuales quedaron haciendo parte de su determinado 
eslabón o barra de ejecución. 
 
 
4.1 ANÁLISIS DINÁMICO INVERSO 
 
La dinámica del Scorbot-ER Vplus relaciona el movimiento del robot y las fuerzas 
implicadas en el mismo. El modelo dinámico establece relaciones matemáticas 
entre las coordenadas articulares (o las coordenadas del extremo del robot), sus 
derivadas (velocidad y aceleración), las fuerzas y pares aplicados en las 
articulaciones (o en el extremo) y los parámetros del robot (masas de los 
eslabones, inercias, etc). 
 
Al respecto conviene decir que los modelos dinámicos que se estudian en este 
trabajo de grado están basados en el algoritmo recursivo de Newton-Euler (   ). 
La dificultad de este análisis es enorme debido a que se obtienen expresiones no-
lineales que constan de cargas inerciales, fuerzas de acoplo entre las 
articulaciones y efectos de las cargas de gravedad, con la dificultad añadida de 
que los pares/fuerzas dinámicos dependen de los parámetros físicos del 
manipulador, de la configuración instantánea de las articulaciones, de la velocidad, 
de la aceleración y de la carga que soporta el robot. 
                                                          
25
MIRANDA AGUILAR, Magaly Pilar y MAMANI HUACANI, David. Diseño de un controlador no lineal 
multivariable por realimentación de estado aplicado a un robot manipulador de 3 grados de libertad. 
Tesis para optar el título de ingenieros Electrónicos. Universidad Nacional Del Altiplano Puno. Perú 
2012.  
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Cabe señalar que las ecuaciones del movimiento son equivalentes ya sean 
analíticas o recursivas como puede ser una simulación, los diferentes 
planteamientos dependen de los objetivos que se quieran conseguir con ellos. En 
algunos casos es necesario solucionar el problema dinámico para lograr tiempos 
de cálculo rápidos en la evaluación de los pares y fuerzas articulares para 
controlar el manipulador, y en otros casos son necesarios planteamientos para 
facilitar el análisis y la síntesis de su control. 
 
 
4.1.1 Modelo dinámico inverso del robot Scorbot-ER Vplus a partir de la 
formulación de Newton-Euler. Es necesario recordar que la obtención del 
modelo dinámico a partir de la formulación Lagrangiana conduce a un algoritmo 
con un costo computacional de orden  
4
O n . Lo que quiere decir, que el número de 
operaciones a realizar crece con la potencia cuarta del número de grados de 
libertad. Para el caso del manipulador Scorbot-ER Vplus de 6 grados de libertad, 
este número de operaciones hace que el algoritmo a realizar sea materialmente 
inútil a la hora de utilizarlo en tiempo real, en cambio el orden de complejidad 
computacional de la formulación recursiva de Newton-Euler que se va a estudiar 
es  O n
 
lo que indica que depende directamente del número de grados de libertad 
del robot. 
 
Ahora bien, el método de Newton-Euler, el cual se va a utilizar, permite obtener un 
conjunto de ecuaciones recursivas hacia delante de velocidad y aceleración lineal 
como también pueden ser angulares las cuales están referidas a cada sistema de 
referencia articular planteado. De este modo, las velocidades y aceleraciones de 
cada elemento se propagan hacia adelante desde el sistema de referencia de la 
base deslizante hasta el elemento terminal. Las ecuaciones recursivas hacia atrás 
calculan los pares y fuerzas necesarios para cada articulación desde la mano o 
Gripper (incluyendo en ella efectos de fuerzas externas como puede ser una carga 
en el manipulador), hasta el sistema de referencia de la base deslizante26. 
 
La formulación de Newton-Euler parte del equilibrio de fuerzas y pares: 
 
;F mv     ( )T I I                                                     (4.2) 
 
Por eso puede decirse que un adecuado desarrollo de estas ecuaciones conduce 
a una formulación recursiva en la que se obtiene la posición, velocidad y 
aceleración del eslabón i  referidos a la base del robot a partir de los 
correspondientes del eslabón 1i   y del movimiento relativo de la articulación i . 
                                                          
26
Grupo de investigación NBIO. Neuroingeniería Biomédica, Bioingeniería. Universidad Miguel 
Hernández de Elche. Prácticas de Robótica utilizando Matlab. Practica 3, Dinámica de robots.  
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Así mismo del eslabón 1 se llega al eslabón 6. De este modo se procede a obtener 
las fuerzas y pares actuantes sobre el eslabón   referido a la base del robot a partir 
de los correspondientes al eslabón 1i  , recorriéndose de esta forma todos los 
eslabones desde el eslabón n  al eslabón  . Este modelo se basa en operaciones 
vectoriales con productos escalares y vectoriales entre magnitudes vectoriales y 
productos de matrices con vectores. 
 
La formulación de  -  se basa en los sistemas de coordenadas en movimiento. 
 
Figura 4.3 Sistemas de coordenadas en movimiento 
 
Fuente: Prácticas de Robótica utilizando Matlab. Practica 3, Dinámica de robots. 
Universidad Miguel Hernández de Elche 
 
Con respecto a la (Figura 4.3) se tiene que el sistema de coordenadas     se 
desplaza y gira en el espacio respecto del sistema de referencia de la base     , el 
vector que describe el origen del sistema en movimiento es   y el punto   se 
describe respecto del sistema     mediante el vector   . De acuerdo con esto, la 
descripción del punto P respecto del sistema de la base es: 
 
1r r h                                                       (4.3) 
1
1 h
drdr dh
= + =v +v
dt dt dt                                                           
(4.4) 
 
De donde se tiene que 
1v  
es la velocidad del punto P  respecto del origen del 
sistema     en movimiento y 
hv  es la velocidad del origen del sistema     respecto 
de la base. 
 
Si el punto   se desplaza y gira respecto del sistema     la ecuación (4.4) debe 
escribirse como: 
 
*
1 1
1
dr d rdh dh
v r
dt dt dt dt

 
      
                                                   
(4.5) 
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Donde 
*
1d r
dt
 es la velocidad lineal del punto   respecto del origen     y 
1r  
es la 
velocidad angular del punto P respecto del origen   . 
 
De manera similar la aceleración general del sistema de puede describir como: 
 
2 2
1
12 2 h
d rdv d h
a a a
dt dt dt
    
                                                   
(4.6) 
 
*2 * 2
1 1
12 2
2 ( )
d r d r d d h
a r r
dt dt dt dt

          
                                    
(4.7) 
 
A partir de las ecuaciones (4.3) a (4.7) de la sección anterior se desarrolla a 
continuación el planteamiento general para la cinemática de los eslabones del 
Scorbot-ER Vplus. Del mismo modo teniendo en cuenta la (Figura 4.4) las 
ecuaciones cinemáticas para los eslabones del robot, se pueden escribir como: 
 
Figura 4.4 Relaciones vectoriales entre los sistemas  ,   y    
 
Fuente: Prácticas de Robótica utilizando Matlab. Practica 3, Dinámica de robots. 
Universidad Miguel Hernández de Elche 
 
* *
*
1 1
i
i i i i
d p
v p v
dt
     
                                                      
(4.8) 
*
1i i i                                                                     
(4.9) 
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Debe notarse que la velocidad angular del sistema de referencia 
i  
es igual a la 
suma de la velocidad angular absoluta del sistema  -  más la velocidad angular 
relativa 
i  del eslabón referido a su propio sistema de coordenadas. 
 
La aceleración lineal del sistema de coordenadas de la articulación   es: 
 
*2 * * *
* *
1 1 1 1 12
2 ( )i ii i i i i i i i
d p d p
v p p v
dt dt
               
                   
(4.10) 
 
*
1i i i                                                                   
(4.11) 
 
La aceleración angular del sistema de referencia  , ,i i ii x y z  respecto del sistema 
 1 1 1, ,i i ix y z    se consigue de manera similar a la ecuación (4.5). 
 
* *
* *
1
i
i i i
d
dt

    
                                                      
(4.12) 
 
Por lo que la ecuación (4.11) queda como: 
 
* *
*
1 1
i
i i i i
d
dt

                                             (4.13) 
 
En general para un robot los sistemas de coordenadas  1 1 1, ,i i ix y z   y  , ,i i ix y z  
están unidos a los eslabones 1i   e i . La velocidad del eslabón   respecto del 
sistema de coordenadas 1i  es
iq . Si el eslabón es prismático, la velocidad será 
una velocidad de traslación relativa respecto del sistema  1 1 1, ,i i ix y z   y si es 
rotacional le corresponderá una velocidad rotacional relativa del eslabón   respecto 
del sistema  1 1 1, ,i i ix y z     por lo tanto: 
 



 


1
*
  Si el eslabón i es rotacional
Si el eslabón i es traslaci0 onal
i i
i
z q
                             (4.14) 
 
Donde 
iq  
es la magnitud de la velocidad angular del eslabón   con respecto al 
sistema de coordenadas  1 1 1, ,i i ix y z   . De manera similar: 
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


 


1* *
  Si el eslabón i es rotacional
Si el eslabón i es traslaciona0 l
i iqz
d
dt
                      (4.15) 
 
Debe notarse que el vector       es igual a (     )
 . Las velocidades y 
aceleraciones de los sistemas de coordenadas ligados a cada eslabón son 
absolutas y se calculan como: 
 



 



 


1 1
1
  Si el eslabón i es rotacional
Si el eslabón i es traslacional
i i i
i
i
z q
                      (4.16) 
 
  


   

   

 


1 1 1 1
1
  Si el eslabón i es rotacional
Si el eslabón i es traslaciona
 
l
i i i i i i
i
i
z z qq
         (4.17) 
 
Las velocidades lineales de los sistemas de referencia de cada eslabón se 
calculan como: 
 


 

 


*
*
1
  Si el eslabón i es rotacional
  Si el eslabón i es traslacional
i i
i
i i
p
d p
dt
z q
                    (4.18) 
 
 

 


   

 



* *
* * * *
*2 *
2
1
  Si el eslabón i es rotacional
Si el eslabón i es traslacional
 i i i i i
i
i i
d
p p
dt
d
q
p
dt
z
       (4.19) 
 
Por lo que la velocidad lineal absoluta del sistema de coordenadas ligado a cada 
eslabón se calcula como: 
 



 
  

 
   
*
1
*
1 1
  Si el eslabón i es rotacional
 Si el eslabón i es traslacio a
 
n l
i i i
i
i i i i i
p v
v
z q p v
             (4.20) 
 
La aceleración se calcula como: 
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 
 
 
  
 
 

 

     



 

   

   

* *
1
*
1 1
*
1
  Si el eslabón i es rotacional
  Si el eslabón i es trasla
 
cional2
i i i i i i
i
i i i i i i i
i i i i
p p v
v
z p z qq
p v
           (4.21) 
 
A partir de las (Ecuaciones 4.16, 4.17, 4.20, 4.21) y utilizando el principio de 
D’Alambert del equilibrio dinámico para todos los instantes de tiempo, se obtienen 
las ecuaciones recursivas de       -     . 
 
Si se utiliza la nomenclatura de la (Figura 4.4) sobre un eslabón cualquiera del 
robot, tal y como se muestra en la (Figura 4.5). 
 
Figura 4.5 Fuerzas y momentos sobre el elemento   
 
Fuente: Prácticas de Robótica utilizando Matlab. Practica 3, Dinámica de robots. 
Universidad Miguel Hernández de Elche 
 
Dónde: 
   Masa total del eslabón  , 
 ̅  Posición del centro de masa del elemento   desde el origen del 
sistema de referencia de la base, 
 ̅  Posición del centro de masa del elemento   desde el origen del 
sistema de coordenadas ( , , )i i ix y z   
  
  Posición del origen de coordenadas  -ésimo con respecto al sistema 
de coordenadas ( 1)i  -ésimo, 
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i
i
d r
v
dt

  Velocidad lineal del centro de masa del elemento ,  
i
i
d v
a
dt

  Aceleración lineal del centro de masa del elemento  , 
   Fuerza total externa ejercida sobre el elemento   en el centro 
demasa, 
   Momento total externo ejercido sobre el elemento   en el centro 
demasa, 
   Matriz de inercia del elemento   respecto de su centro de masa 
conrespecto al sistema de coordenadas 
0 0 0( , , )x y z   
   Fuerza ejercida sobre el elemento   por el elemento ( 1)i   en el 
sistema de coordenadas  1 1 1, ,i i ix y z   para soportar al elemento i y a 
los elementos por encima de él, 
   Momento ejercido sobre el elemento   por el elemento F en el sistema 
de coordenadas  1 1 1, ,i i ix y z     
 
Es importante que se identifiquen estas variables sobre el dibujo del robot, para 
poder seguir los siguientes desarrollos. Si se omiten los efectos del rozamiento 
viscoso en las articulaciones, y se utiliza el principio de D’Alembert, se obtiene 
para cada eslabón: 
 
( )i i
i i i
d m v
F m a
dt
 
                                                               
(4.22) 
( )
( )i ii i i i i i
d I
N I I
dt

     
                                                     
(4.23) 
 
Realizando el balance de pares y fuerzas en la Figura 4.4: 
 
1i i iF f f                                                                      
(4.24) 
1 1 1( ) ( )i i i i i i i i iN n n p r f p r f                                                  
(4.25) 
*
1 1 1( )i i i i i i i iN n n p r F p f                                                     
(4.26) 
 
Utilizando la relación geométrica: 
 
*
1i i i ir p p s                                                                  
(4.27) 
 
Se obtienen las ecuaciones recursivas: 
 
1 1i i i i i if F f m a f                                                             
(4.28) 
* *
1 1 ( )i i i i i i i in n p f p s F N                                                      
(4.29) 
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Se observa que estas ecuaciones son recursivas y permiten obtener las fuerzas y 
momentos en los elementos              para un robot de   elementos      y      
representan la fuerza y momento ejercidos por la mano del robot sobre un objeto 
externo. 
 
Por lo tanto, el par/fuerza para cada articulación se expresa como: 
 





 


1
1
  Si el eslabón i es rotacional
 Si el eslabón i es trasla
 
   cional  
T
i i
i
T
i i
n z
f z
                       (4.30) 
 
En resumen de los dos apartados anteriores, las ecuaciones de  -  consisten en 
un conjunto de ecuaciones recursivas ,(    ) (    ) (    ) (    )- hacia delante y 
,(    ) (    ) (    ) (    ) (    )- hacia atrás. 
 
Para obtener un algoritmo computacional, se debe tener en cuenta que en las 
anteriores ecuaciones, las matrices de inercia    y los parámetros del robot,  ̅   ̅    
  
están referenciados respecto del sistema de coordenadas de la base. 
 
Utilizando las matrices de rotación 3 3    
 
 
   , que ya han sido estudiadas en el 
capítulo tres la cual corresponden a la submatriz superior izquierda de las matrices 
de transformación homogénea   
 
 
   , para expresar las variables     ̇      ̇  
     
   ̅              y    que se refieren al sistema de coordenadas de la base como 
  
 
 
      
 
 
  ̇    
 
 
      
 
 
  ̇    
 
 
      
 
 
   
    
 
 
  ̅    
 
 
      
 
 
      
 
 
      
 
 
      
 
 
    que están 
referenciados al propio sistema de coordenadas del elemento  . 
 
 
4.1.2 Ecuaciones recursivas de Newton-Euler para el modelo dinámico 
inverso del robot Scorbot-ER Vplus. Se asigna a cada eslabón un sistema de 
referencia de acuerdo con las normas de D-H-Modificado como se asignaron en el 
capítulo 3. A continuación se establecen las condiciones iniciales. 
 
Para el sistema de la base del robot *  +: 
 
  
   
 Velocidad angular       ,     -  
 ̇ 
   
 Aceleración angular   ,     -  
  
   
 Velocidad lineal ,     -  
 ̇ 
   
  Aceleración lineal    [           ]
 
 
 
  
   ̇ 
    
   
 
 
 
 
  son típicamente nulos salvo que la base del robot esté en 
movimiento. [           ] es el vector de gravedad expresado en el sistema *  +  
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Habitualmente toma el valor de ,                 -, pues    se sitúa vertical hacia 
arriba. 
 
Para el extremo del robot tendremos la fuerza y el par ejercidos externamente 
      
 
 
    y     
 
 
     . 
 
    
  ,     -  
  
      
 Vector que une el origen *    + con el de *  + expresadas en  
*    +  ,        -  
  
   
  Vector desde el sistema *  + hasta el centro de gravedad   medido en 
el sistema de referencia local. 
  
   
  Matriz de inercia del eslabón   respecto de su centro de masas 
expresado en *  +. 
 
Las matrices de rotación   
 
 
    y sus inversas se obtienen mediante: 
 
   
1
1 1
1
T
i i i
i i iR R R

 
                                          (4.31) 
 
  
 
 
       [
             
                             
                           
]                 (4.32) 
 
Ecuaciones hacia adelante para            , se realizan los siguientes pasos: 
 
4.1.2.1 Obtención de la velocidad angular del sistema *  + 
 
  Si el eslabón   es de Revolución 
 
1 1
1 0 1
i i i
i i i iR z  
 
                                           (4.33) 
 
  Si el eslabón   es de Prismático 
 
1 1
1
i i i
i i iR 
 
                                                (4.34) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
 
   
     
 
0 1 1 0
0 1 0 0
2 2 1 3 3 2
2 1 1 0 1 3 2 2 0 2
4 4 3 5 5 4
4 3 3 0 3 2 5 4 4 0 4 3
6 6 5 7 7 6
6 5 5 0 5 7 6 6
0,0,0 ,                         
,               
,   
,              
T
R
R z R z
R z R z
R z R
  
     
       
    
 
   
     
  
                         
(4.35) 
109 
 
4.1.2.2 Obtención de la velocidad lineal del sistema *  + 
 
  Si el eslabón   es de Revolución 
 
 1 11i i i i ii i i i iv R v P                                             (4.36) 
 
  Si el eslabón   es de Prismático   
 
 1 11 1 0i i i i ii i i i i iv R v P d z                                                    (4.37) 
 
Por lo cual se tiene las siguientes   ecuaciones: 
 
   
   
   
   
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
2 2 1 1 1 3 3 2 2 2
2 1 1 1 1 3 2 2 2 2
4 4 3 3 3 5 5 4 4 4
4 3 3 3 3 5 4 4 4 4
6 6 5 5 5 7 7 6 6 6
6 5 5 5 5 7 6 6 6 6
0,0,0 ,                        
,       
,      
,     
T
v v R v P d z d z
v R v P v R v P
v R v P v R v P
v R v P v R v P

 
 
 
       
     
     
     
    
(4.38) 
 
 
4.1.2.3 Obtención de la aceleración angular del sistema *  + 
 
En este punto se deriva las ecuaciones correspondientes del numeral 4.1.2.1 
 
  Si el eslabón   es de Revolución 
 
1 1 1
1 0 1
i i i i i
i i i i i iR R z   
  
                                                
(4.39) 
 
  Si el eslabón   es de Prismático   
 
1 1 1
1
i i i i i
i i i i iR R  
  
                                                      
(4.40) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
 
 
0 1 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0
2 2 1 2 1 3 3 2 3 2
2 1 1 1 1 0 1 3 2 2 2 2 0 2
4 4 3 4 3 5 5 4 5
4 3 3 3 3 0 3 2 5 4 4
0,0,0 ,                                         
,                    
,        
T
R R
R R z R R z
R R z R
   
       
      
  
     
       44 4 0 4 3
6 6 5 6 5 7 7 6 7 6
6 5 5 5 5 0 5 7 6 6 6 6,                   
R z
R R z R R
  
      
 
    
   
(4.41) 
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Donde 1i
iR

 
es la derivada de la matriz de rotación de D-H-Modificada 1i
iR

respecto a las coordenadas de nodo del sistema *  + y a su vez transpuesta, ver 
anexo I y J. 
 
 
4.1.2.4 Obtención de la aceleración lineal del sistema *  + 
 
  Si el eslabón   es de Revolución 
 
  1 11i i i i i i i ii i i i i i iv R v P P         
                             
(4.42) 
 
  Si el eslabón   es de Prismático   
 
  1 11 1 0 1 02i i i i i i i i ii i i i i i i i i i iv R v P P d z d z              
              
(4.43) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
 
  
  
0
0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
2 2 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1
0,0, 9806.65
2
T
v
v R v P P d z z d R v z d
v R v P P
   
  
  
          
     
           (4.44)
 
  
     
     
3 3 2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 2 2 2
4 4 3 3 3 3 3 3 5 5 4 4 4 4 4 4
4 3 3 3 3 3 3 3 5 4 4 4 4 4 4 4
6 6 5 5 5 5 5 5 7 7 6 6 6 6 6 6
6 5 5 5 5 5 5 5 7 6 6 6 6 6 6 6
,    ,     
,     ,
v R v P P
v R v P P v R v P P
v R v P P v R v P P
  
     
     
     
           
           
 
 
4.1.2.5 Obtención de la aceleración lineal del centro de masa del eslabón   
 
 i i i i i i ii i i i i i ia v S S                                                 (4.45) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
   
   
 
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4
5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6
5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
,           
,        
,        
a v S S a v S S
a v S S a v S S
a v S S a v S S
     
     
     
           
           
            
 
6
7 7 7 7 7 7 7
7 7 7 7 7 7 7a v S S       
   (4.46) 
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4.1.2.6 Obtención de la fuerza ejercida sobre el eslabón   
 
Ecuaciones hacia atrás para          ;  se realizan los siguientes pasos: 
 
1
1 1
i i i i
i i i i if R f m a

                                                        
(4.47) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones:  
 
6 6 7 6 5 5 6 5
6 7 7 6 6 5 6 6 5 5
4 4 5 4 3 3 4 3
4 5 5 4 4 3 4 4 3 3
2 2 3 2 1 1 2 1
2 3 3 2 2 1 2 2 1 1
,         
,         
,         
f R f m a f R f m a
f R f m a f R f m a
f R f m a f R f m a
   
   
   
                     (4.48) 
 
 
4.1.2.7 Obtención del par ejercido sobre el eslabón   
 
     1 1 11 1 1i i i i i i i i i i i i ii i i i i i i i i i i i i in R n R P f S m a I I                       (4.49) 
 
Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
     
     
     
   
6 6 7 7 6 7 6 6 6 6 6 6 6
6 7 7 6 6 7 6 6 6 6 6 6 6 6
5 5 6 6 5 6 5 5 5 5 5 5 5
5 6 6 5 5 6 5 5 5 5 5 5 5 5
4 4 5 5 4 5 4 4 4 4 4 4 4
4 5 5 4 4 5 4 4 4 4 4 4 4 4
3 3 4 4 3 4 3 3 3
3 4 4 3 3 4 3 3 3
n R n R P f S m a I I
n R n R P f S m a I I
n R n R P f S m a I I
n R n R P f S m a I
  
  
  
         
         
         
         
     
     
3 3 3 3
3 3 3 3 3
2 2 3 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2
2 3 3 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
I
n R n R P f S m a I I
n R n R P f S m a I I
  
  
  
 
         
                     
(4.50) 
 
 
4.1.2.8 Obtención de la fuerza o par aplicado a la articulación   
 
  Si el eslabón   es de Revolución 
 
0
i T
i iz n                                                 (4.51) 
 
  Si el eslabón   es de Prismático   
 
0
i T
i iz f                                                  (4.52) 
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Por lo cual se tienen las siguientes   ecuaciones: 
 
6 5 4
6 0 6 5 0 5 4 0 4
3 2 1
3 0 3 2 0 2 1 0 1
,         ,        
,         ,         
T T T
T T T
z n z n z n
z n z n F z f
  
 
  
                              
(4.53) 
 
De donde se tiene que   y F  es el par o fuerza efectiva (par del motor menos el 
par de rozamiento o perturbaciones). Lo que quiere decir, que estas ecuaciones 
son independientes del rozamiento viscoso existente en cada uno de los pares 
articulados del Scorbot, por lo cual esta parte se estudiará en el apartado 4.2. De 
este modo se estudia el modelo de la dinámica inversa en tres diferentes 
simulaciones para la obtención de la fuerza en la base del riel y los torques en los 
pares prismáticos. 
 
“Dinámica_Inversa_SinCarga.m” ver anexo K. 
“Dinámica_Inversa_Carga700gr.m” ver anexo L. 
“Dinámica_Inversa_Compleja.m”ver anexo M. 
 
 
4.2 MODELO DE FRICCIÓN 
 
Los fenómenos de fricción son propiedades dinámicas existentes en todo sistema 
electromecánico, tal es el caso de las articulaciones de un robot manipulador. La 
fricción, entre otras cosas, depende de la velocidad articular o lineal de dos 
cuerpos en contacto directo o a través de un lubricante. Para el caso de las 
articulaciones de revolución depende de la velocidad angular, cuando la 
articulación es prismática depende de la velocidad tangencial. La fricción, al ser un 
fenómeno inherente a la dinámica de un robot afecta su desempeño, propiciando 
oscilaciones, inestabilidad, par articular excesivo, mala regulación del robot a una 
región local de su espacio de trabajo, errores de seguimiento, desgastes en 
transmisiones mecánicas y sólidos en contacto27. 
 
Teniendo en cuenta lo anterior se han descrito diferentes modelos de fricción, 
como son: 
 
 Modelo de fricción Viscosa-Coulomb. 
 Modelo de fricción de Karnopp. 
 Modelo de fricción de Armstrong. 
 Modelo de fricción de Dahl. 
                                                          
27
BAUTISTA VARGAS, Horacio Daniel y SOSA FRANCO, Jonatán. Tribología en robots manipuladores: 
fundamentos, efectos, modelado y simulación.Tesis para optar el título de ingenieros en Electrónica. 
Universidad Autónoma del Estado de Hidalgo. México 2007. 
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 Modelo de la cerda. 
 Modelo integrador de reajuste. 
 Modelo de fricción de Bliman y Sorine. 
 Modelo de fricción de LuGre. 
 Modelo de fricción GSM. 
 
Cada uno de estos modelos de fricción se han desarrollados con el propósito de 
obtener un modelo que involucre todas las propiedades dinámicas propias de las 
fuerzas de fricción. Sin embargo una teoría completamente fuerte aún no ha sido 
obtenida el día de hoy, dentro de este marco se puede considerar un modelo de 
fricción Viscosa-Coulomb para el manipulador, el cual requiere del conocimiento 
de los coeficientes de fricción seca, viscosa y estática, parámetros que 
generalmente no son conocidos en un sistema mecánico como un robot 
manipulador como es el Scorbot. 
 
El conocer este modelo matemático de fricción y sus parámetros, representa un 
valor en la acción de control para el robot durante el desempeño de una tarea, 
dado que es posible atenuar la influencia de la fricción durante la ejecución de la 
tarea, y aminorar los efectos y la influencia, además de propiciar un ahorro en la 
energía requerida por el robot para el desempeño de su tarea. De igual forma es 
posible incrementar de manera importante el desempeño en aplicaciones 
micrométricas, ya que en la actualidad, la industria exige un menor margen de 
error en la producción, y mayor exactitud en las tareas que realizan los robots, 
como por ejemplo, la producción de piezas mecánicas. 
 
Para el Scorbot-ER Vplus se estudiarán dos tipos de fricciones en las 
articulaciones, que se han considerado como clásicos, éstas son: La fricción seca 
o de Coulomb y la fricción viscosa o dinámica, las cuales se estudiarán a 
continuación. 
 
4.2.1 Fricción seca o de Coulomb. La fricción seca o fricción de Coulomb, define 
las fuerzas de fricción máximas que pueden ser ejercidas por superficies secas en 
contacto, y que se hallan en reposo entre sí. También define las fuerzas de fricción 
ejercidas por las superficies cuando éstas se hallan en movimiento relativo, es 
decir, deslizándose unas con respecto de otras28.  
 
Coulomb en el año 1785 desarrolló este modelo y a su vez el fenómeno de fricción 
descrito por él, este modelo se convirtió para ser conocido como fricción de 
Coulomb. El modelo es representado en la (Figura 4.6). 
 
La fricción depende del signo de la velocidad articular. 
                                                          
28
A. Bedford y F. Wallace. Mecánica para ingeniería estática. Ed. Addison Wesley, 1996. México D.F. 
pág. 507. 
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 sgnc cF N V                                           (4.54) 
 
Figura 4.6 Modelo de fricción de Coulomb 
 
Fuente: 20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos  
 
Donde cF  
es la fuerza de fricción de Coulomb, c  es el coeficiente de fricción seca 
o de Coulomb, N es la fuerza de reacción en la relación de posición de cada 
sistema coordenado, sgn es la función signo y V es la velocidad. Debido a su 
simplicidad, este modelo de fricción de Coulomb es usado muy a menudo.  
 
4.2.1.1 Coeficiente estático. La magnitud de la fuerza de fricción máxima que se 
puede ejercer entre dos superficies planas secas en contacto antes de tener 
movimiento es: 
e sf =μ N                                                  (4.55) 
Dónde 
 
ef  es la fuerza de fricción estática, N  es la componente normal de la fuerza y sμ  
es el coeficiente de fricción estática (constante). 
 
4.2.1.2 Coeficiente cinético. Según la teoría de la fricción seca, la magnitud de la 
fuerza de fricción entre las dos superficies planas y secas en contacto, que están 
en movimiento (deslizamiento) relativo es: 
 
c kf =μ N                                                 (4.56) 
Dónde 
 
cf  
es la fuerza de fricción cinética, N es la componente normal de la fuerza y kμ  
es 
el coeficiente de fricción dinámica (constante). 
 
El efecto de estos dos coeficientes se puede ver en la (Figura 4.7) 
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Figura 4.7 Grafica fricción estática y dinámica 
 
Fuente: Consejería de Educación, Universidades y Sostenibilidad de Canarias. Fuerza de 
Rozamiento. Coeficientes de Rozamiento  
 
4.2.2 Fricción viscosa o dinámica. El coeficiente de fricción dinámica es 
típicamente denotada por k , y es usualmente menor que el coeficiente de fricción 
estática, permitiéndonos tener un coeficiente de fricción el cual depende de la 
velocidad de deslizamiento y es tal que su valor es cero; es el límite de la fricción 
dinámica k  para la velocidad tendiendo a cero. Entonces una solución del 
problema de contacto con tal fricción de Coulomb, resuelve además el problema 
con el valor original de k  y cualquier fricción estática más grande que ese límite. 
 
En el año 1866 Reynolds desarrolló expresiones para la fuerza de fricción causada 
por la viscosidad de los lubricantes. El término fricción viscosa se utiliza para este 
fenómeno de fricción. El modelo de ficción viscosa se presenta en la (Figura 4.8). 
 
Figura 4.8 Modelo de fricción viscosa 
 
Fuente:20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos 
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En este caso depende linealmente de la velocidad articular. 
 
v vF C V                                                (4.57) 
 
Donde vC  es el coeficiente de fricción viscoso y V es la velocidad tangencial de la 
articulación si es prismática o velocidad angular relativa si es de revolución. 
 
4.2.3 Fricción estática. El primer modelo de fricción estática fue el modelo clásico 
de fricción de Leonardo Da Vinci: La fuerza de fricción es proporcional a la carga, 
opuesta a la dirección del movimiento y es independiente del área de contacto. La 
fricción estática ocurre cuando dos objetos no están en movimiento relativo uno 
con otro, su coeficiente de fricción estática es típicamente denotado por s  en la 
mayoría de los casos es más alta que la fricción dinámica. 
 
La idea de fricción estática fue introducida por Morín en el año de 1833, la cual es 
una fuerza de fricción opuesta a la dirección del movimiento cuando el 
deslizamiento de la velocidad es cero. El modelo de la ficción estática se presenta 
a continuación ver (Figura 4.9). 
 
Figura 4.9 Modelo de fricción estática 
 
Fuente:20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos  
 
La fuerza de fricción estática es igual a las fuerzas extensibles mientras un 
máximo o un mínimo, es alcanzado: 
 
max sF N                                                  (4.58) 
min sF N                                                  (4.59) 
 
Donde s  es el coeficiente de fricción estático, N es la fuerza de reacción en la 
relación de posición de cada sistema coordenado finalmente maxF  
y minF  
son las 
fuerzas de fricción estática máxima y mínima. 
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4.2.4 Combinación de Fricciones. Los modelos anteriores se pueden combinar y 
obtener modelos mucho más complejos los cuales se pueden utilizar en el 
manipulador. 
 
 Coulomb + fricción viscosa: Esta fricción viscosa combinada con la fricción 
de Coulomb dio el modelo mostrado en la (Figura 4.10) 
 
Figura 4.10 Modelo de fricción Coulomb más fricción viscosa 
 
Fuente: 20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos 
 
 La fricción estática + Coulomb + viscoso: Cuando se agrega la fricción 
estática, un modelo de fricción parece ser que es de uso común en la 
ingeniería: el modelo de fricción estática más Coulomb más viscoso. Este 
modelo se muestra en la (Figura 4.11). 
 
Figura 4.11 Modelo de fricción estática + Coulomb más viscoso 
 
Fuente: 20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos  
 
 Estática + Coulomb + viscoso, + fricción Stribeck: Stribeck (1902) observó 
que para velocidades bajas, la fuerza de fricción está disminuyendo 
continuamente con el aumento de las velocidades y no en una cuestión 
discontinua como se describió anteriormente. Este fenómeno de una 
disminución de la fricción a bajas velocidades, el aumento se llama la 
fricción de Stribeck o efecto. El modelo que incluye estático, Coulomb, 
viscoso y fricción Stribeck es mostrado en la (Figura 4.12). 
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Figura 4.12 Modelo de fricción estático, Coulomb, viscoso y fricción Stribeck 
 
Fuente: 20-sim, Tutorial Modelado, Fricción, Estático y Dinámico Fenómenos  
 
Finalmente la (Figura 4.13) muestra la relación entre fricción y velocidad, y de esta 
gráfica se puede concluir que la fuerza de fricción es menor para el decremento de 
la velocidad que para el incremento de la velocidad. El lazo de histéresis se 
convierte más de par en par como la variación de la velocidad se vuelve más 
rápida. 
 
Figura 4.13 Lazo de histéresis entre fricción y velocidad 
 
Fuente: D. P. Hess y A. Soom. Friction at a lubricated line contactoperating 
atoscillatingslidingvelocities. Journal of Tribology, 112:147–152, 1990 
 
Es necesario recalcar que los pares y fuerzas de fricción están presentes en todos 
los sistemas mecánicos existentes, ejerciendo una gran influencia desde el punto 
de vista del funcionamiento, por lo que el manipulador Scorbot-ER Vplus no es 
ajeno a ello. Ahora bien, teniendo en cuenta estos modelos se puede adecuar el 
control del movimiento del robot, permitiendo determinar principalmente el uso 
efectivo de la energía y su aprovechamiento en una operación determinada en el 
laboratorio. 
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4.2.5 Coeficiente de fricción de Coulomb y coeficiente de fricción viscosa. 
Los efectos de fricción en los sistemas mecánicos son fenómenos complicados 
que dependen de múltiples factores como la naturaleza de los materiales en 
contacto, lubricación entre ellos, temperatura, etc. Por tal motivo, tradicionalmente 
las fuerzas y pares de fricción son modelados de forma aproximada29 y dependen 
de un coeficiente de fricción que para este caso ya son conocidos de valores 
experimentales obtenidos en robots. 
 
El estudio de Hugo Ramírez Leyva para el “Modelado de la fricción”30, presenta 
unos valores experimentales aproximados de coeficientes de fricción para juntas 
rotacionales. 
 
Tabla 4.2 Coeficientes de fricción valores experimentales obtenidos en robots 
 
Tipo de Fricción Tipo de Par Valor Unida 
    
Fricción Viscosa 
Prismático 1,5      
Revolución 0,51     
 
Fricción seca o 
de Coulomb 
Prismático 0,5              
Revolución 1,2              
 
 
4.2.6 Fuerza de fricción en la articulación prismática de la base. Ahora se 
observa la fricción en la base del robot Scorbot-ER Vplus proporcionada por la 
compañía “intelitek” la cual corresponde con un par prismático añadiendo el nuevo 
grado de libertad en la nueva configuración. Se plantea a continuación las 
ecuaciones para encontrar la fuerza total producida en el motor prismático de la 
base, tomando la ecuación (4.53) y sumando la fuerza adicional que tiene que 
vencer el motor por la adición de la fricción. 
Por lo cual se tiene: 
1Base FricciónF F F                                                        
(4.60) 
 
Donde la fuerza de fricción es dada por:  
 
 .Fricción Base Coulomb Viscosa BaseF F F                                   (4.61) 
                                                          
29
Rafael Kelly, Víctor Santibáñez; “Control de movimiento de robots manipuladores”; Pearson Prentice 
Hall; 2003, ISBN 84-205-3831-0.  
 
30
RAMÍREZ, Hugo Leyva. “Modelado de la fricción”. Postgrado en Ingeniería Mecatrónica, Control de 
robots. Universidad Popular Autónoma del Estado de Puebla. México. 29 de junio de 2006. 
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Remplazando en (4.60): 
 
    1 sgnBase c v ViscosaCoulomb BaseF F N V C V
                         
(4.62) 
 
Finalmente se obtiene la expresión completa, la cual incluye la fuerza adicional 
debida a la fricción que debe romper el motor de la base prismática: 
 
 1 10 1 1(2,1) sgnTBase c vF z f f d C d    
                         
(4.63) 
 
4.2.7 Momento de fricción en las articulaciones rotacionales cintura, hombro, 
codo, muñeca y mano. A continuación, se encuentra con la fricción en los pares 
rotacionales del robot Scorbot-ER Vplus. Se plantean las ecuaciones para 
encontrar los pares motores totales producidos en los motores rotacionales de las 
demás articulaciones del manipulador, tomando las ecuaciones (4.53) y sumando 
los pares adicionales que tienes que vencer los motores por la adición de la 
fricción. 
 
Por lo cual se tiene: 
 
2 . 3 .
4 . 5 .
6 .
,          
,             
Cintura Fricción Cintura Hombro Fricción Hombro
Codo Fricción Codo Muñeca Fricción Muñeca
Mano Fricción Mano
     
     
  
   
   
                           
(4.64) 
 
Donde los pares debido a la fricción dependen de:  
 
   
   
. .
. .
.
,       
,           
Fricción Cintura Coulomb Viscosa Fricción Hombro Coulomb ViscosaCintura Hombro
Fricción Codo Coulomb Viscosa Fricción Muñeca Coulomb ViscosaCodo Muñeca
Fricción Mano Coulomb
     
     
 
   
   
  Viscosa Mano        
(4.65) 
 
Para el par debido a la fricción seca o de Coulomb se plantea la siguiente 
expresión estudiada en el curso de mecánica de robots, realizada por M. Sc. Luz 
Adriana Mejía Calderón: 
 
 
2
sgn
1
c
Seca N i j
c
R F

  

     

                                 
(4.66) 
 
Donde NF  es la fuerza resultante en la junta ver (Figura 4.14) y R  es el radio del 
eje de la articulación. 
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int 15 mm,     4,5 mm,     6 mm    C ura Hombro Codo Muñeca ManoR R R R R
  
 
 
Figura 4.14 Junta rotacional 
 
Fuente: MEJÍA, Luz Adriana. Notas de clase curso Mecánica de Robots. UTP 
 
Así se tiene que: 
 
N x yF F F                                                 
(4.67) 
 
Para el par debido a la fricción Viscosa se tiene la siguiente expresión. 
 
Viscoso vC                                                (4.68) 
Remplazando en (4.64): 
 
   
   
   
2
2
3
2
4
2
sgn
1
sgn
1
sgn
1
c
Cintura N i j v Viscosa
c Seca Cintura
c
Hombro N i j v Viscosa
c Seca Hombro
c
Codo N i j v Viscosa
c Seca
R F C
R F C
R F C

    


    


    

  
         
    
  
         
    
 
        
   
   
   
5
2
6
2
sgn
1
sgn
1
Codo
c
Muñeca N i j v Viscosa
c Seca Muñeca
c
Mano N i j v Viscosa
c Seca Mano
R F C
R F C

    


    





  
         
    
  
         
            
(4.69) 
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Finalmente se obtiene la expresión completa, la cual incluye el momento adicional 
debida a la fricción que debe romper los motores rotacionales del manipulador: 
 
   
   
2 2 2
0 2 2 2 1 1
2
3 3 3
0 3 3 3 2 2
2
4 4
0 4
2
(1,1) (2,1) sgn
1
(1,1) (2,1) sgn
1
1
T c
Cintura v
Viscosa
c Seca
T c
Hombro v
Viscosa
c Seca
T c
Codo
c
z n R f f C
z n R f f C
z n R

  


  




  
               
  
               
    

   
   
 
4
4 4 3 3
5 5 5
0 5 5 5 4 4
2
6 6 6
0 6 6 6 5
2
(1,1) (2,1) sgn
(1,1) (2,1) sgn
1
(1,1) (2,1) sgn
1
v
Viscosa
Seca
T c
Muñeca v
Viscosa
c Seca
T c
Mano
c
f f C
z n R f f C
z n R f f
 

  


 

  
        
  
  
               

        

 5v
Viscosa
Seca
C 
 
   
  
      
(4.70)
 
 
La fricción en los pares del manipulador es el objetivo fundamental del estudió de 
la tribología31, los trabajos realizados hasta ahora, han aportado conocimientos 
importantes en el área de contacto y la adhesión, sin embargo no se tiene una 
teoría completamente elaborada, debido que este parámetro lo envuelven en un 
sin número de procesos complejos que son altamente difíciles de modelar y que 
residen principalmente en la superficie de contacto. 
 
De este modo se estudia el modelo de la dinámica inversa adicionando el modelo 
de la fricción de Coulomb y viscosa en cada uno de sus pares cinemáticos, ya sea 
primatico para la base o rotacional para los demás. 
 
“Dinámica_Inversa_Compleja_ConFricción.m”ver anexo N. 
 
 
4.3 DINÁMICA DIRECTA 
 
La dinámica directa como se observó en la (Figura 4.2), trata de calcular y 
observar la evolución de las aceleraciones de las coordenadas de nodo a partir de 
los pares o fuerzas generalizadas aplicadas a cada articulación. Una vez obtenida 
                                                          
31
La tribología es una de las ciencias de mayor desarrollo en los últimos años, esto es demostrado por el 
aumento de estudios con respecto a años anteriores, debido a que por efectos de la fricción y el 
desgaste, es mayor la cantidad de energía requerida para que se puedan desempeñar las mismas 
tareas de los robots industriales. 
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las aceleraciones, se integran para obtener velocidades y a su vez las 
coordenadas generalizadas. 
 
Se debe tener en cuenta que el manipulador Scorbot-ER Vplus no va ser afectado 
por fuerzas externas que intervengan en un proceso de manufactura en los 
diferentes movimientos que presenta en su campo de acción, por lo cual estos 
efectos son estudiados más a fondo en robots androides caminadores, en las que 
una fuerza externa suficientemente grande que intervenga como por ejemplo 
empujarlo hacia un costado, el robot androide debe tener incorporado el modelo 
dinámico directo para poder analizar esta fuerza externa que afecta su 
funcionamiento y de este modo poder contrarrestarla para continuar erguido, 
continuando así su operación sin que esta fuerza le afecte. 
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5.  MODELO POR SIMULACIÓN DEL ROBOT EN SOLIDWORKS 
 
 
Uno de los principales objetivos de este proyecto es establecer un modelo por 
simulación del robot Scorbot-ER Vplus, situado en el laboratorio de manufactura 
de la Universidad Tecnología de Pereira. Este brazo robótico consta de seis 
grados de libertad, cinco de las articulaciones son giratorias y en la nueva 
configuración se tiene una prismática en la base (Figura 5.1).  
 
Figura 5.1 Movimiento de las articulaciones 
 
Teniendo en cuenta lo anterior, se presenta una metodología para la simulación 
3D del robot manipulador Scorbot-ER Vplus utilizando el software SolidWorks32, 
después que se tiene el ensamble, del cual lo conforman sub ensambles y a la vez 
partes, todo lo anterior al tenerlo fusionado conforman el manipulador. Desde ahí 
específicamente, se utiliza un “Estudio de Movimiento” (Figura 5.2-2), integrando 
la herramienta “Análisis de movimiento” (Figura 5.2-3) del complemento 
SolidWorks Motion (Figura 5.2-1), que permite simular sistemas mecánicos sin 
requerir de las ecuaciones diferenciales de los movimientos que rigen su 
comportamiento, además permite estudiar y analizar el comportamiento del robot 
en diferentes escenarios.  
                                                          
32
SOLIDWORKS®, 3D CAD Design. Es un programa de CAD para modelado mecánico que corre bajo el 
sistema operativo Microsoft Windows y es desarrollado en la actualidad por SolidWorks Corp., una 
subsidiaria de DassaultSystemes (Suresnes, Francia).La empresa SolidWorks Corp. fue fundada en 
1993 por Jon Hirschtick con su sede en Concord, Massachusetts y lanzó su primer producto, SolidWorks 
95, en 1995. En 1997 DassaultSystèmes, mejor conocida por su software CATIA, adquirió la compañía. 
Actualmente posee el 100% de sus acciones y es liderada por Jeff Ray. 
125 
Figura 5.2 Herramientas de SolidWorks 
 
 
Además, como toda la ejecución está realizada en SolidWorks y con la 
herramienta de simulación “Análisis de movimiento”, se tiene a disposición gran 
cantidad de funciones que permitirían en futuros trabajos, estudiar y programar 
comportamientos autónomos del robot. Este no es el objetivo del proyecto, el cual 
se trata de conseguir una metodología eficiente para la simulación del robot en 
escenarios virtuales 3D.  
 
 
5.1 DIBUJO SCORBOT-ER VPLUS EN SU NUEVA CONFIGURACIÓN 
 
Se tiene la gran ventaja de trabajar con SolidWorks, este software es 
proporcionado por la Universidad Tecnológica de Pereira, de este modo se evita el 
complicado análisis matemático y se obtienen resultados en forma rápida. Así 
mismo la complejidad no aumenta cuando se incrementan los grados de libertad 
del manipulador; caso contradictorio en el análisis matemático, en el cual sí ocurre 
un aumento de la complejidad cuando se incrementan los grados de libertad como 
se vio en los capítulos 3 y 4. Es de suma importancia recalcar que ningún software 
de simulación, si bien pueda sustituir de cierta forma el análisis físico y matemático 
de sistemas mecánicos en simulación; al final ningún software emulará de forma 
ciento por ciento efectiva a un fenómeno físico, pero se pueden obtener resultados 
muy significativos los cuales se comparan con los análisis matemáticos de los 
capítulos 3 y 4.  
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En primer lugar se miden los diferentes elementos que conforman el manipulador 
Scorbot-ER Vplus en el laboratorio de manufactura, a continuación se dibujan las 
diferentes piezas y partes del mismo en el programa SolidWorks, a partir de este 
punto se prosigue hacer sub ensambles de los diferentes eslabones para de este 
modo tenerlos individualmente y así poder identificarlos más fácilmente, además 
para poder reducir memorias de cálculo al programa. A continuación se habla de 
todo ello. 
 
5.1.1Dibujo de las diferentes piezas y elementos. En primer lugar se deben 
tener todas las piezas del Scorbot-ER Vplus dibujadas en SolidWorks con las 
dimensiones y materiales reales, de este modo se puede conectar en los 
subemblajes. Posteriormente en el ensamble final sin tener ningún problema al 
moverlas unas respecto de otras. En la (Figura 5.3) se muestran algunas de las 
piezas terminadas con SolidWorks, concretamente el dibujo del riel el cual hace 
redundante el manipulador, el soporte en el cual estará ubicado el robot y los 
motores. También se apoya en el “Manual de usuario”33 del Scorbot-ER Vplus el 
cual presenta las diferentes partes que componen el robot ver anexos Ñ. 
 
Figura 5.3 Algunas piezas del manipulador Scorbot-ER Vplus 
 
                                                          
33
Disponible en internet:  
<http://www.intelitekdownloads.com/Manuals/Robots/ER_V_plus_manual_100016.pdf> 
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5.1.2 Subensamble y ensamble final del manipulador. A continuación se 
presentan los subensamblajes de las piezas (Figura 5.4), paso seguido se ejecuta 
el ensamble final con el nombre “Ensamble Total-Home” (Figura 5.5), para esta 
parte se coloca la relaciones de posición entre unas y otras dejando los grados de 
libertad necesarios para que cada pieza se pueda mover según el movimiento que 
necesiten. Se efectúa un ensamblaje sencillo como los mostrados en el manual, 
para comprobar que las piezas están bien dibujadas y luego comprobar que se 
pueden mover correctamente en su grado de libertad. Además con este 
ensamblaje se realizan las simulaciones cinemáticas y dinámicas del Scorbot. 
 
Figura 5.4 Subensamblajes del manipulador Scorbot-ER Vplus 
 
 
En donde se tienen los siguientes subensambles: 
 
    Base Fija 
    Base Deslizante 
    Base Rotacional 
    Eslabón (Brazo) 
    Eslabón (Antebrazo) 
    Gripper 
 
Por último se obtiene el “Ensamble Total-Home” el cual está en la posición Home, 
en el mismo lugar encontrado en el laboratorio de la universidad. 
 
A partir de éste se define el sistema de referencia global en SolidWorks para el 
cual se encuentra en la base del robot mencionada anteriormente (Figura 3.2). 
128 
Figura 5.5 Ensamble Total-Home del manipulador Scorbot-ER Vplus 
 
 
 
5.2 ESTUDIO DE MOVIMIENTO DE SOLIDWORKS 
 
SolidWorks es uno de los más potentes Software de CAD en el mundo, su 
herramienta incorporada en el “Estudio de movimiento” de SolidWorks Motion 
permite que se lleve a cabo todo el modelo de simulación. 
 
5.2.1Simulación del Scorbot-ER Vplus. Se obtiene las simulaciones con el robot 
creado y dibujado a su tamaño real, además el peso de sus subensambles en los 
cuales fue definido cuidadosamente el material de cada una de sus elementos es 
el aproximado al existente en el laboratorio, ya que los datos son validados 
además por su manual. Ahora bien, partiendo desde este punto de vista se pone a 
prueba el método de simulación por el software SolidWorks respecto al 
matemático y/o teórico. 
 
Para las simulaciones se adiciona los motores ya sean rotativos o lineales “Tipo de 
Motor” ver (Figura 5.6-a), en este caso se tiene 5 motores rotacionales para las 
extremidades superiores y un motor lineal (actuador) para la nueva configuración 
la cual va representar un prismático en la parte del riel de la base. Asimismo como 
se adicionó el tipo de movimiento del eslabón también pide puntos de referencia y 
elementos que van a estar en movimiento “Componente/Dirección” ver (Figura 5.6-
b) por último se tiene el tipo de “Movimiento” ver (Figura 5.6-c) donde SolidWorks 
presenta muchas opciones de movimientos entre ellas: Velocidad constante, 
Distancia, Oscilante, Segmentos, Puntos de datos, Expresión y Servo motor. Para 
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el caso de cualquier manipulador y especialmente el Scorbot-ER Vplus lo más 
común que se plantea para un proceso de línea o manufactura, es dar diferentes 
puntos o segmentos del posicionamiento de cada uno de los eslabones, para así 
construir con los demás grados de libertad diferentes movimientos para un trazado 
en especial o simplemente llegar a un punto específico.  
 
Figura 5.6 Adicionamiento de los motores en SolidWorks 
 
 
 
Por último, se tiene las fricciones en el robot ya sean rotacionales en los 
eslabones superiores o simplemente en el prismático de la base. Para ello se 
apoya en la herramienta fricción o contactar de SolidWorks, en esta parte se 
especifica el “Tipo de contacto” la cual se puede asignar fricción de contacto 
(producida entre sólidos en contacto) en “Contactos 3D”. Las velocidades y los 
coeficientes de fricción utilizados se asignan automáticamente según los 
materiales definidos para cada contacto. Es probable que no sean los parámetros 
más apropiados teniendo en cuenta la dinámica del modelo, por lo que estos 
coeficientes pueden configurarse manualmente, en primer lugar se escoge el tipo 
sólido ver (Figura 5.7), a continuación pide seleccionar los grupos de las diferentes 
piezas que se van a encontrar en contacto y para terminar pide el tipo de material 
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que están conformados las partes, además da la opción de tener una fricción 
viscosa o simplemente una fricción seca, en este caso se escoge una fricción 
grasienta, asimismo da la opción de tener una fricción estática. 
 
Figura 5.7 Fricción entre elementos en SolidWorks “Tipo de Contacto” 
 
 
Todos los pares cinemáticos del Scorbot-ER Vplus van a ser viscosos, por lo cual 
queda como única variable el tipo de material, para el primer par el cual es de tipo 
prismático; se tiene aluminio con aluminio, en los demás pares que son 
rotacionales se tiene aluminio con acero, ya que los ejes en los que se apoyan los 
demás eslabones son de acero. 
 
SolidWorks presenta una serie de resultados, mediante ya sea gráficamente o 
también exportado estos datos a Excel, la opción de “Resultados y Trazados”, se 
puede analizar y observar el comportamiento de cada uno de los parámetros 
entregados en cualquier punto del ensamble. 
 
Para este caso se analiza el desplazamiento, velocidad y aceleración del elemento 
terminal. Adicionando a lo anterior los desplazamientos, velocidades y 
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aceleraciones angulares de los eslabones para su respectivo análisis cinemático, 
también los torques ejercidos por los motores en cada una de las articulaciones 
del manipulador Scorbot-ER Vplus en su nueva configuración para su análisis 
dinámico. 
 
 
5.3 SIMULACIÓN CINEMÁTICA 
 
A continuación se mencionan los pasos realizados para la simulación cinemática, 
la cual ayudará a encontrar la posición, velocidad y aceleración del elemento 
terminal para el sistema de referencia global. También permite obtener cada una 
de las posiciones, velocidades y aceleraciones angulares o traslacional de los 
motores colocados en cada coordenada de nodo representando así cada grado de 
libertad en el manipulador. Para esto se realiza una simulación en SolidWorks y se 
toman cada uno de estos datos para después hacer el respectivo análisis. 
 
5.3.1 Home-Inspección-Transporte-Home. En primer lugar partiendo desde la 
posición inicial o home se tendrá un pequeño recorrido el cual corresponde llegar 
a 4 puntos aleatorios en el espacio de trabajo, para así tener dos pequeñas 
operaciones (inspección y transporte) típicas del robot y finalmente volver a la 
posición inicial Home: 
 
Esta simulación tuvó un tiempo de duración aproximado de 33 s en los cuales se 
realizaron todas las operaciones pertinentes, además se tiene la ruta de trazo del 
elemento terminal Gripper representada por la línea de color negra ver (Figura 
5.8). 
 
Empezando la simulación se tiene en primer lugar como es típico para cualquier 
robot su posición inicial o home, el cual corresponde en el estudio de movimiento a 
unas determinadas coordenadas articulares en cada servomotor generando así 
una posición final del Gripper visto en el sistema referencial global ver (Tabla 5.1). 
 
Tabla 5.1 Coordenadas Home 
Coordenadas Articulares  Posición Final 
Motor Referencia Valor  Referencia Valor 
Base Y   mm    269,005 mm 
Cintura ⊥a        0 mm 
Hombro ⊥a Y       511,835 mm 
Codo  ⊥a Y       
Muñeca ⊥a Y       
Mano ⊥a X       
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Figura 5.8 Tiempo de Simulación y ruta de trazo en SolidWorks desde el Home 
 
 
 
Se introduce los datos para cada uno de los motor del manipulador a SolidWorks, 
de esta forma se realizan 6 movimientos en su campo de acción los cuales 
coinciden con toma y descarga de dos diferentes piezas en 4 puntos definidos ver 
(Figura 5.9), se realizan 2 movimientos para la inspección y 2 movimientos para 
traslación. Se debe tener en cuenta que el robot posee un punto en el cual las 
piezas son escaneadas mediante una cámara Mintron34 
 
El tiempo transcurrido para el movimiento desde un punto a otro es de 4 s, 
además un tiempo de posicionamiento estático en cada punto definido de 1 s 
mientras toma y descarga la pieza. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                          
34
La cámara CCD es de la marca Mintron, modelo 12V1C-EX genera 625 líneas por cuadro. La cámara 
produce imágenes en blanco y negro las cuales se comparan en un ordenador, también permiten 
controlar las opciones de configuración mediante un menú que aparece sobre impresionado sobre la 
pantalla. 
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Figura 5.9 Punto definido 
 
 
 
 
5.4 SIMULACIÓN DINÁMICA 
 
A continuación se van a realizar simulaciones para el análisis dinámico en 
SolidWorks, se encuentran los pares y fuerzas ejercidas por cada uno de los 
motores del manipulador, además se tiene la posibilidad de tener diferentes 
cargas en el extremo para observar el efecto de estas en el comportamiento de 
cada uno de los pares. Para esto se realizan tres simulaciones y se toman cada 
uno de estos resultados para después hacer la respectiva validación. 
 
 
5.4.1 Home-Transporte-Home. A diferencia de la simulación cinemática, ésta es 
una simulación más sencilla debido a que el Scorbot solo va situarse en dos 
puntos diferentes en su campo de acción, lo que significa que va  a tener dos 
puntos: uno donde se tiene una carga debida a algún material u objeto, y el otro 
punto donde la descargará. Para esta parte se tendrán dos casos particulares, en 
los que la carga situada en el Gripper o sea en el extremo del robot para su 
primera simulación va a ser nula, de este modo se puede observar el 
comportamiento del manipulador sin carga y en segundo lugar se asumirá otra 
simulación con carga en el extremo para observar cómo afecta ésta a cada una 
de las articulaciones y el par de cada motor.  
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5.4.1.1 Sin carga en el elemento terminal. Se parte en primer lugar desde la 
posición inicial o home antes menté mencionada, después se tendrá un pequeño 
recorrido el cual corresponde llegar a 2 puntos aleatorios en el espacio de trabajo, 
de este modo se traslada del punto definido 1 al punto definido 2 realizando de 
este modo una operación de trasporte de materia que en este caso inicial no se 
tomara carga en el extremo y para culminar esta operación regresa a su posición 
inicial Home: 
 
Esta simulación tiene un tiempo de duración aproximado de 16 s en los cuales se 
realizan las operaciones mencionadas anteriormente, además como en el caso de 
la simulación de la cinemática se tendrá la ruta de trazo del elemento terminal 
Gripper representada por la línea de color negra ver (Figura 5.10). 
 
Figura 5.10 Tiempo de Simulación 2 y ruta de trazo en SolidWorks 
 
 
5.4.1.2 Con carga en el elemento terminal. Para este caso se tendrá la misma 
simulación al numeral anterior pasando por los mismos puntos con el mismo tiempo 
de ejecución, pero ahora teniendo en cuenta que se tiene una carga en el extremo 
del Gripper y no una carga nula como en el anterior caso. 
 
Se toma una carga en el extremo del Scorbot de 700 g generando una fuerza de  
6,864655 N la cual actúa para este caso en el eje   en dirección negativa en el 
sistema de referencia global, para el lapso de tiempo en la simulación dinámica de 
( 7,5-12,5 s ), de este modo estará cargado el manipulador afectando cada uno de 
los eslabones y el par de cada motor. 
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5.4.2 Home-Inspección-Transporte-Home más complejo. En este caso se sube 
la dificultad de la simulación, ahora se tendrán diferentes cargas en el extremo del 
manipulador tomando la misma simulación de la cinemática del numeral (5.3.1 
Home-Inspección-Transporte-Home), ahora no se va a medir posición, velocidad y 
aceleración del elemento terminal, si no que se usará esta simulación para hacer 
el estudio y analizar la dinámica inversa. Se tiene en primer lugar una fuerza en el 
extremo del Gripper generada por la pieza “x” la cual será inspeccionada 
generando una carga de 400 g creando una fuerza de 3,92266 N  la cual actúa 
para este caso en el eje   en dirección negativa en el sistema de referencia 
global, para un tiempo en la simulación dinámica más compleja de ( 7,5-17,5 s ). En 
segundo lugar se tiene una segunda carga para el proceso de transporte de 950 g  
generando una fuerza de 9,3163175 N  la cual actúa para este caso igual que en el 
anterior en el eje   en dirección negativa en el sistema de referencia global, para 
un tiempo en la simulación dinámica más compleja de ( 22,5-27,5 s ). 
 
 
5.5 SIMULACIÓN ADICIONANDO FRICCIÓN 
 
La fricción es la fuerza de resistencia que se produce en las juntas y entre las 
piezas en contacto. Cuando las piezas entran en contacto, la fricción se calcula 
según los coeficientes de fricción de Coulomb o Viscosa, así como la fuerza 
normal que actúa en la pieza. La fricción de relaciones de posición es más 
compleja porque el tamaño del área de contacto puede afectar la magnitud de la 
fricción.  
 
Se debe tener en cuenta que la fricción presentada por SolidWorks en “Tipo de 
contacto” en la (Figura 5.7) antes estudiada, no es el tipo de fricción que se 
utilizará para el análisis del Scorbot-ER Vplus la cual estudiada en el capítulo 4 es 
la fricción de coulomb y viscosa. SolidWorks también presenta otro tipo de fricción 
la cual depende de la relaciones de posición; en la pestaña “Análisis de 
movimiento” del PropertyManager de “SolidWorks Motion”, “Relación de posición” 
para los subensambles, “Análisis” opción “Fricción” ver (Figura 5.11) se puede 
especificar la fricción de juntas.  
 
Esta fricción consiste en una fuerza de resistencia que se produce entre piezas y 
debe ser superada por ellas para moverse una con otra ya sea prismática ver 
(Figura 5.12-a) o rotacional prismática ver (Figura 5.12-b). La fuerza se desarrolla 
como producto del contacto entre las superficies y las cargas que actúan en la 
conexión. El modelo de fricción de relaciones de posición de “SolidWorks Motion” 
utiliza una combinación de información sobre cotas y un coeficiente de fricción. Se 
puede introducir este coeficiente directamente o hacer que la herramienta lo 
calcule según su selección de materiales. 
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Figura 5.11 Fricción por “Relación de posición” 
 
 
 
Figura 5.12 Tipo de junta en “Relación de posición” 
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Ahora bien, se debe tener en cuenta que esta opción de SolidWorks utiliza un 
modelo el cual no es constante y no es conocido en su totalidad, además se dirigió 
la consulta a los representantes del software frente a la Universidad y no dieron 
respuesta a este tema. Por este motivo se plantea un modelo diferente 
adicionando una fuerza o “Forzar” en la simulación en “Análisis de Movimiento” la 
cual se llama fuerza de fricción pero que actúa en dirección contraria a la 
velocidad realizada por los motores, de este modo se plantea las mismas 
ecuaciones consideradas en el capítulo 4; para este caso se simulará en 
SolidWorks. 
 
El modelo para la fuerza de fricción ya fue estudiado en el capítulo cuatro y se 
utiliza el mismo modelo para adicionarlo en la fuerza de fricción para la simulación. 
Para agregarlo se empieza primero utilizando una fuerza de “Solo acción” luego en 
las opciones de “Forzar función” se escoge la opción “Expresión” ver (Figura 5.13). 
 
En la opción “Expresión” SolidWorks presenta un generador de funciones ver 
(Figura 5.14) en el cual se puede agregar la función de fricción teniendo en cuenta 
la fricción de coulomb más la fricción viscosa para el tipo de par en estudio, de 
este modo el software simula una fuerza en dirección contraria a la fuerza ejercida 
por el motor, complementado de este modo el estudio y las diferentes 
herramientas que presenta SolidWorks. 
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Figura 5.13 Fuerza de fricción planteada y sus opciones 
 
 
 
Figura 5.14 Generador de funciones 
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De esta forma se tiene la herramienta necesaria para poder agregar y adicionar la 
fricción de coulomb y la fricción viscosa en la simulación ya sea separados o 
combinadas igual que en el estudio del capítulo cuatro. 
 
Teniendo en cuenta lo anterior se presentan las funciones para las fuerzas de 
fricción en SolidWorks agregadas como lo indica la flecha de color azul en la 
(Figura 5.14). 
 
Fuerza de fricción en el par prismático de la base ( N ): 
 
 *   { }1c ABS Fuerza de reacción  
 
 1
* ,  1
 
{ }
{ }
1 0.00001
Velocidad lineal
SIGN Velocidad lineal
Velocidad lineal
 
      
 *  1 *
180
vC Velocidad lineal



 
 
                                   (5.1) 
 
Par de fricción en los pares rotacionales ( N*mm ): 
 
 2
*R*(ABS({Fuerza de reacción1})+ABS({Fuerza de reacción2}))
SQRT 1+( )
c
c


  
 
 1
,  1
 
{ }
*S
1 0.00001
IGN { }
Velocidad angular
Velocidad angular
Velocidad angular
 
    
 
  1 *
1
- *
80
vC Velocidad angular
 
 
 
                                      (5.2) 
 
Dónde: c y vC  son los coeficientes de coulomb y viscosidad, R radio del eje. 
 
Función matemática de SolidWorks:   
 
 (a)ABS  Valor absoluto de la expresión a. 
 (a1,a 2)SIGN  Transfiere el signo de a2 para la magnitud de a1. 
 SQRT(a)  Raíz cuadrada de la expresión a. 
 
Resultados del estudio de movimiento: 
 
   1{ }Fuerza de reacción  Fuerza de reacción en el eje   para el sistema  i  
   2{ }Fuerza de reacción  Fuerza de reacción en el eje   para el sistema  i  
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   1Velocidad lineal  Velocidad lineal en el eje   para el sistema  i  
  { 1}Velocidad angular  Velocidad a en el eje   para el sistema  i  
 
Se utiliza la expresión (5.3) para dar valor de fricción cero cuando el manipulador 
en la simulación no está ejecutando ningún movimiento; de este modo la 
velocidad es cero y la expresión (5.3) es casi cero. Para otros valores de 
velocidad es prácticamente 1, SolidWorks no admite una expresión más pequeña 
de 0,00001en la función, de manera que se está adicionando un error del 0,001%
el cual no es muy significativo en la simulación. 
 
 
{  1
 1 0.0000
}
1
Velocidad angular
Velocidad angular 
                                 (5.3) 
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6. RESULTADOS 
 
 
En este capítulo se presentan los resultados de los modelos cinemáticos y 
dinámicos a partir de los modelos analíticos realizados en Matlab y los simulados 
en SolidWorks, para las diferentes operaciones en el campo de acción del robot 
Scorbot-ER Vplus vistas en los capítulos 3, 4 y 5. 
 
 
6.1 RESULTADOS DEL “MODELO CINEMÁTICO DIRECTO” 
 
Se comparan los resultados para la simulación denominada Home-Inspección-
Transporte-Home. Para la cual se obtiene la posición y orientación del elemento 
terminal según las coordenadas de nodo establecidas. En la (Figura 6.1) se tiene 
los resultados de las variables posición, (Figura 6.2) velocidad y (Figura 6.3) 
aceleración para los dos modelos  
 
Figura 6.1 Resultados para el modelo cinemático directo, posiciones 
  
 
 
 
142 
Figura 6.2 Resultados para el modelo cinemático directo, velocidades 
  
 
 
Figura 6.3 Resultados para el modelo cinemático directo, aceleraciones 
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6.1.2 Análisis de la “Cinemática Directa”. Se tiene suficiente información para 
realizar un análisis y comparar los datos obtenidos analíticamente y por 
simulación, por eso se plantea que el valor real y exacto es la programación 
matemática en Matlab y la cantidad experimental la cual se va analizar es la 
simulada, por este motivo se plantea la siguiente expresión de error absoluto y 
error relativo de los resultados: 
 
 
 *100%
 
Error Ab
Va
soluto
Error Relativo
lor Real
                              (6.1) 
 
Se tiene en la Tabla 6.1, el error absoluto máximo que existen de los datos 
realizados por simulación respecto a los datos analíticos para cada eje de 
posición, velocidad y la aceleración. 
 
Tabla 6.1 Error Absoluto “Cinemática Directa” 
Variables Error Absoluto   Variables Error Absoluto  
Posición X 
+0,00185mm  
Posición 
+0,00185 mm 
-0,00455 mm 
-0,00180 mm  
Posición Y 
+0,00138 mm  
-0,00065 mm  
Posición Z 
+0,00000 mm  
-0,00455 mm    
Velocidad X 
+0,00075 mm/s  
Velocidad 
+0,00120 mm/s 
-0,00175 mm/s 
-0,00175 mm/s  
Velocidad Y 
+0,00120 mm/s  
-0,00078 mm/s  
Velocidad Z 
+0,00068 mm/s  
-0,00072 mm/s    
Aceleración X 
+0,00125 mm/s2  
Aceleración 
+0,00240 mm/s2 
-0,00155 mm/s2 
-0,00125 mm/s2  
Aceleración Y 
+0,00240 mm/s2  
-0,00155 mm/s2  
Aceleración Z 
+0,00050 mm/s2  
-0,00055 mm/s2    
  
Se puede observar que el error relativo de los datos simulados respecto a los 
datos obtenidos analíticamente es menor al 0,455% tomando el error absoluto 
mayor de 0,00445 mm respecto a un milímetro en la posición, para la velocidad es 
menor al 0,175% tomando el error absoluto mayor de la velocidad de 0,00175 
mm/s respecto a un milímetro por segundo y finalmente en la aceleración se tiene 
un error relativo de 0,254% para el error absoluto mayor de 0,0024 mm/s2 
respecto a un milímetro por segundo al cuadrado. 
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Para el caso de la cinemática directa se tiene un error relativo pequeño, de este 
modo se puede ratificar y validar el modelo analítico utilizando la simulación 
realizada en SolidWorks para el robot Scorbot-ER Vplus. 
 
 
6.2 RESULTADOS DEL “MODELO CINEMÁTICO INVERSO” 
 
Igual que el apartado 6.1 se comparan los resultados para la simulación 
denominada Home-Transporte-Home, obteniendo la posición de las coordenadas 
de nodo según la posición de la base deslizante   como también del elemento 
terminal y su orientación. En la (Figura 6.4) se tiene los resultados.  
 
Figura 6.4 Resultados para el modelo cinemático inverso. Posiciones de las 
coordenadas de nodo 
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6.2.1 Análisis de la “Cinemática Inversa”. Teniendo los resultados anteriores se 
puede realizar una comparación de los datos obtenidos analíticamente y por 
simulación, en la (Tabla 6.2) se muestra el error absoluto máximo entre ambos 
resultados para las posiciones de las coordenadas de nodo. 
 
Tabla 6.2 Error Absoluto “Cinemática Inversa” 
Motor Error Absoluto  
Cintura 
+0,000075° 
-0,000230° 
Hombro 
+0,001170° 
-0,000000° 
Codo 
+0,000000° 
-0,001170° 
Muñeca 
+0,000750° 
-0,000280° 
Mano 
+0,000180° 
-0,000730° 
 
 
Se puede observar que el error relativo de los datos simulados respecto a los 
datos obtenidos analíticamente para la posición de los motores es menor al 
0,117% tomando como referencia el error absoluto mayor de 0,00117° respecto a 
un grado en la posición de cada motor. 
 
De este modo se tiene en la cinemática inversa un error relativo muy pequeño 
entre los dos métodos, lo que ratifica nuevamente la veracidad del modelo 
analítico. 
 
 
6.3 RESULTADOS DEL “MODELO DINÁMICO INVERSO” 
 
A continuación se tendrá los resultados analíticos y simulados de los pares de 
cada motor para las tres diferentes simulaciones; esto se logra gracias a las 
posiciones, velocidades y aceleraciones de las coordenadas de nodo para los tres 
casos.  
 
6.3.1 Home-Transporte-Home sin carga analítico vs simulado. Se tiene la 
simulación H-T-H teniendo en cuenta que el robot se moverá libremente sin carga 
en el elemento terminal, la (Figura 6.5) corresponde a los resultados analíticos y 
los simulados. 
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Figura 6.5 Resultados para el modelo dinámico inverso. Simulación home-
transporte-home sin carga 
  
  
  
  
 
6.3.2 Home-Transporte-Home con carga de 700 g analítico vs simulado. Se 
tiene la simulación H-T-H pero en este caso se tendrá una carga de 700 g en el 
elemento terminal para el intervalo de la operación de transporte, de este modo se 
tienen los resultados presentados en la (Figura 6.6). 
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Figura 6.6 Resultados para el modelo dinámico inverso. Simulación home-
transporte-home con carga 
  
  
  
 
6.3.3 Home-Inspección-Transporte-Home con cargas analítico vs simulado. 
Finalmente se obtienen los resultados para la simulación con la que se trabaja la 
cinemática directa H-I-T-H, esta diferencia de las otras porque es más compleja, 
además se poseen diferentes cargas en el elemento terminal: 400 y 950 g.  
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Figura 6.7 Resultados para el modelo dinámico inverso. Simulación home-
inspección-transporte-home complejo 
  
  
  
 
6.3.4 Análisis de la “Dinámica Inversa”. Resumiendo las (Figuras 6.5, 6.6 y 6.7) 
para los casos H-T-H con y sin carga asimismo para el caso H-I-T-H, se presenta 
en la (Tabla 6.3) el error absoluto que existen de los datos realizados mediante la 
simulación en SolidWorks respecto a los datos analíticos obtenidos en Matlab para 
la fuerza ejercida en el riel y los pares en cada uno de los motores. 
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Tabla 6.3 Error Absoluto “Dinámica Inversa” 
 
Motor 
Error Absoluto 
H-T-H Sin Carga H-T-H Con Carga H-I-T-H Compleja 
Base 
+0,0000035 N +0,0000078 N +0,0000093 N 
-0,0000056 N -0,0000075 N -0,0000125 N 
Cintura 
+2,75 Nmm +2,75 Nmm +3,20 Nmm 
-2,38 Nmm -2,40 Nmm −1,60 Nmm 
Hombro 
+0,89 Nmm +0,80 Nmm +0,86 Nmm 
-0,05 Nmm -0,4 Nmm −2,51 Nmm 
Codo 
+0,11 Nmm +0,12 Nmm +0,225 Nmm 
-0,01 Nmm -0,75 Nmm −0,45 Nmm 
Muñeca 
+0,115 Nmm +0,048 Nmm +0,55 Nmm 
-0,073 Nmm -0,172 Nmm −0,29 Nmm 
Mano 
+0,0038 Nmm +0,032 Nmm +0,07 Nmm 
-0,0315 Nmm -0,0125 Nmm −0,048 Nmm 
 
 
Se puede observar que el error absoluto de los datos simulados respecto a los 
datos obtenidos analíticamente para el par de la base prismática es casi nulo para 
los tres casos. El error absoluto máximo en los tres casos se tiene en la cintura H-
I-T-H con un par de 3,20 Nmm. Se debe recalcar que se está trabajando con un 
par de 375 Nmm para esta parte, lo que quiere decir que se tiene un error relativo 
de 0,8533% como máximo. Además en los demás motores los pares son mucho 
mayores de 11,5 Nm causando un error mucho menor al antes hallado. 
 
El error relativo máximo para el caso de la dinámica inversa es pequeño lo que 
quiere decir que los resultados obtenidos analíticamente son reales y validados 
nuevamente por los resultados de la simulación. 
 
 
6.4 RESULTADOS ADICIONANDO EL “MODELO DE FRICCIÓN” 
 
Para esta parte se tiene igual que en el apartado 6.3, la simulación H-I-T-H. En 
esta ocasión se adiciona el modelo de fricción de Coulomb y viscosa en los pares 
cinemáticos, fricción lineal en la base prismática y fricción rotacional en los pares 
rotacionales superiores. De este modo se tiene un modelo más real para las 
fuerzas ejercidas en los motores del Scorbot-ER V plus. 
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Figura 6.8 Resultados para el modelo dinámico inverso adicionando el modelo de 
fricción. Simulación home-inspección-transporte-home complejo 
  
  
  
 
6.4.1 Análisis adicionando el “Modelos de Fricción”. Se comparan los datos 
obtenidos analíticamente y por simulación para la dinámica inversa adicionando el 
modelo de fricción; se muestra en la (Tabla 6.4) el error absoluto que existen 
entre los dos métodos.  
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Tabla 6.4 Error Absoluto dinámica inversa “Adicionando la Fricción” 
 
Motor 
Error Absoluto 
H-I-T-H Compleja 
adicionando la 
Fricción 
Base 
+0,035 N 
-0,145 N 
Cintura 
+3,25 Nmm 
-1,65 Nmm 
Hombro 
+0,85 Nmm 
-2,55 Nmm 
Codo 
+0,23 Nmm 
-0,45 Nmm 
Muñeca 
+0,80 Nmm 
-1,80 Nmm 
Mano 
+1,00 Nmm 
-0,90 Nmm 
 
Se observa que el error absoluto entre los dos métodos para el caso H-I-T-H 
adicionando la fricción, es muy similar al análisis de la dinámica inversa sin 
fricción estudiada anteriormente. Esto se debe al planteamiento de los modelos 
de fricción viscosa y de Coulomb. De este modo se tiene un error absoluto de 
3,25 Nmm; en esta parte se trabaja con un par de 550 Nmm debido a la fricción, 
lo que quiere decir que se tiene un error relativo de 0,591% adicionando la 
fricción. 
 
El error relativo de la dinámica inversa teniendo en cuenta la fricción es muy 
pequeño lo que quiere decir que los resultados obtenidos analíticamente para el 
modelo de fricción son validados nuevamente con los datos obtenidos por la 
simulación. 
 
 
6.5 COMPARACION DE MODELOS, CON Y SIN FRICCIÓN 
 
Se comparan los modelos dinámicos inversos adicionando o no la fricción, se 
debe tener en cuenta que en la fricción está incluida la fricción viscosa y de 
Coulomb, de este modo se realizan dos gráficos comparativos en primer lugar el 
motor de la base del robot el cual se encuentra en un par prismático ver (Figura 
6.9) y en segundo lugar el par motor generado en el par del motor del Hombro ver 
(Figura 6.10). 
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Figura 6.9 Comparación en la fuerza para el motor de la base, con y sin fricción 
 
 
Figura 6.10 Comparación en torque para el motor del hombro, con y sin fricción 
 
 
Al analizar las (Figuras 6.9 y 6.10) se observa la tendencia de la línea azul la cual 
corresponde a la adición de la fricción en el modelo dinámico inverso, de esta 
forma se tiene una nueva fuerza que actúa en par prismático y un nuevo par motor 
para el par rotacional debidas a la fricción adicionada, por lo cual los motores del 
Scorbot-ER Vplus se ven forzados a vencer estas nuevas fuerzas para realizar los 
movimientos respectivos en la simulación H-I-T-H. 
 
 
6.6 INTERFAZ GRÁFICA PARA LA CINEMÁTICA DEL SCORBOT-ER VPLUS 
 
Se creó una interfaz gráfica de usuario (GUI) interactiva en Matlab para la 
cinemática del manipulador Scorbot-ER Vplus; utilizando el editor de diseño, se 
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diseñó gráficamente la interfaz de usuario presentada en la (Figura 6.11) para la 
cinemática directa e inversa. Además de lo anterior, se crea un ejecutable .exe y 
de esta manera se instala la interfaz en cualquier computadora sin necesidad de 
tener instalado el software Matlab.  
 
Figura 6.11 Interfaz gráfica para la cinemática del Scorbot-ER Vplus 
 
 
 
 
 
De este modo se colocan los datos de los motores obteniendo la posición del 
elemento terminal. Esto se hace en vista que el robot actual no tiene cómo 
verificar la cinemática. De esta manera, la herramienta GUI sirve para realizar 
programación fuera de línea sin necesidad de trabajar sobre el robot real; lo 
mismo que determinar las coordenadas de nodo para una posición específica del 
robot sobre la celda de manufactura, pues actualmente debe realizar el 
acercamiento mediante el del techpendant, pues el modelo usado por el 
controlador, no corresponde con la realidad actual del robot. 
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7.  CONCLUSIONES Y APORTES 
 
 
 
7.1 CONCLUSIONES 
 
 
En este trabajo de grado se cumplieron los siguientes objetivos específicos: 
 
 Se modeló matemáticamente con la ayuda del programa Matlab proporcionado 
por la Universidad, la cinemática directa y la cinemática inversa mediante las 
matrices de transformación homogénea, teniendo en cuenta los parámetros de 
Denavit y Hartenberg modificados. 
 
 Se modeló matemáticamente en Matlab la dinámica inversa del manipulador 
Scorbot-ER Vplus planteando la formulación Newton-Euler de la cual se sabe 
que el costo computacional y su complejidad son mucho menores si se 
incrementan los grados de libertad. Se comprobó que la inclusión de la fricción 
en las juntas cinemáticas aumenta el valor requerido del par motor, por lo que 
se verifica la importancia de estimar esta fuerza para obtener una respuesta 
dinámica real del sistema. 
 
 El robot Scorbot-ER Vplus se modeló en SolidWorks para comparar los 
resultados numéricos obtenidos con los modelos analíticos cinemático y 
dinámico implementados en Matlab.  De sus comparaciones se obtuvo un error 
relativo máximo del 0,8533% , por lo que se verifica la validez de los modelos 
implementados. 
 
Para la cinemática inversa se concluye que para cualquier orientación diferente a 
la vertical del elemento terminal, la solución por desacople cinemático permite 
obtener dos soluciones correspondientes a codo arriba y codo abajo. Para 
orientaciones del elemento terminal coincidentes con el eje vertical, la 
configuración se hace redundante, por lo que tiene un número infinito de 
soluciones posibles. Para resolver el problema de redundancia se hace necesario 
fijar el valor de una coordenada. En este caso se trabajó con la variable de la base 
deslizante. 
 
La grabación de las simulaciones y movimientos del manipulador es posible 
gracias al programa de simulación SolidWorks. De este modo se pueden 
comprobar sobre un sistema virtual, el espacio de trabajo del robot dentro de la 
celda de manufactura, dado que el actual control del robot no contempla su 
posición global tras la inclusión de la base deslizante.  
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Al observar los análisis cinemáticos y dinámicos realizados se concluye que estos 
son de gran utilidad para para comprender el funcionamiento del Scorbot-ER 
Vplus, teniendo en cuenta cuales configuraciones en el espacio se comportan 
mejor, entender a lo que nos enfrentamos para realizar una simulación de 
manufactura y poder realizar futuras mejoras en esta.  
 
Dado que se cuenta con una herramienta para la simulación del manipulador 
Scorbot-ER Vplus en entornos virtuales 3D validada con los modelos matemáticos, 
es posible simular de manera sencilla y sin necesidad de tener las complicadas 
ecuaciones matemáticas que rigen el comportamiento del sistema, lo que 
constituye una muy interesante herramienta educativa.  
 
 
7.2 APORTES 
 
 
En el presente trabajo se realizó el modelo cinemático, modelo dinámico y los 
modelos de fricción viscosa y de Coulomb. Para este estudio, se determinaron las 
características geométricas y dinámicas del manipulador Scorbot-ER Vplus, 
teniendo en cuenta la variación de la longitud del último eslabón según el tamaño 
de la pieza. 
 
Se implementó un programa para el análisis cinemático directo el usuario podrá 
introducir cada una de las coordenadas de nodo del robot (posición velocidad y 
aceleración) además del espesor de la pieza a tomar. Este adoptará dicha 
posición mostrando los resultados de la (posición, velocidad y aceleración) del 
extremo final.  
 
Se implementó una interfaz gráfica de usuario que puede ser instalada en 
cualquier computador sin necesidad de tener Matlab en el equipo. 
 
Se realizó el análisis de la dinámica inversa adicionando o no el modelo de 
fricción, con lo que el usuario podrá introducir las posiciones, velocidades y 
aceleraciones de las coordenadas de nodo para una determinada simulación, y 
obtener los pares motores requeridos por los motores de rotación y la fuerza 
ejercida en el motor de la base para esa dicha simulación. El usuario podrá 
observar los efectos de la fricción en el aumento de los pares motores.  
 
La inclusión de la fricción en los pares cinemáticos se han considerado mediante 
dos modelos distintos, fricción de Coulomb (simétrica) y fricción viscosa 
(asimétrica), estos coeficientes son obtenidos de valores experimentales de 
análisis de otros manipuladores, por lo que estos modelos de fricción son 
aproximados mas no reales. 
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Se desarrolló un modelo de fricción en las juntas cinemáticas que puede ser usado 
en el diseño de otros sistemas robóticos, para mejorar las aproximaciones a los 
requerimientos de los pares motores, con lo cual se tendrá un diseño que 
contemple un comportamiento más cercano al real. 
 
Se realizó el estudio de los índices de desempeño, número de condición y la 
singularidad con las cuales se pueden obtener trayectorias optimizadas, como 
también puntos donde pueden existir infinitas soluciones para la cinemática 
inversa, como medio de mejorar el condicionamiento numérico del problema de 
identificación y, en consecuencia, resolver la redundancia del Scorbot-ER Vplus. 
 
 
7.3 FUTUROS TRABAJOS 
 
 
Tras concluir el análisis cinemático y dinámico del robot Scorbot-ER Vplus para la 
nueva configuración en una base deslizante, se proponen los siguientes 
desarrollos para mejorar y ampliar dicho proyecto:  
 
Estudiar y comparar otros tipos de simulaciones más complejas en las que se 
incluyan la aproximación del Gripper hacia la pieza, sacando provecho de su 
grado de libertad adicionado. 
 
Analizar y estudiar los diferentes índices de desempeño que existen para así 
buscar las mejores soluciones para diferentes simulaciones, como también se 
puede sacar ventaja en el ahorro de energía que representa trabajar con las 
configuraciones codo abajo y codo arriba en una simulación. 
 
Un posible proyecto consistiría en desarrollar un sistema de medición en el 
Gripper. Así se podría instalar un sensor óptico entre las pinzas para detectar las 
dimensiones del objeto a tomar, he incluirla en la programación del robot.  
 
Otro posible proyecto sería diseñar diferentes herramientas para colocarlas en el 
extremo del robot Scorbot-ER Vplus como por ejemplo un taladro o diferentes 
modelos de pinzas. 
 
Finalmente, se podrían Identificar los coeficientes de fricción reales presentes en 
el manipulador Scorbot-ER Vplus en sus diferentes articulaciones. 
.  
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